
���������	�
���	��
����	����������
��������
� �
���	 
�������!�#"����%$����	�
�

&'�
��"(�)"��*",+�-/.	�
�%$0�)"1�%$�2��
��3��4�5�����%$0�	 
��+1���	��


6879687;:=<�>1<0?A@�BC<�>
D E�FHGJIKE�FHLNMNGPOCQSRTGUI�RWV!GYXZLN[NR5\]E5^NLNG

_ LN^`E5^`OCR5\Tacb [NL`OCQSR5\
dYe�f#g�hAijh�k�lme�g)e�n�h*i

oHprqrp%sut�vrt�wxsuyNz|{r{�}



~ ��� ���|�������u���������

������������� ~ ���	�u�u�

�	���������� u¡�¢¤£�¥�¦��|�H§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡�«� u¬]¨u¦� u­����]­���¡�«��P®�����¨u¦���¡���¢u�� �­|�©¯°¢u��¢±�¤²*¥�¦³®
§�´u¡µ£=­|�©¯�¶r¦³·|´5¨u¦� u­����]¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u¦�¬�¸���§#¦�²*¥�¦�§�´T§��� ¤�� uª���¡³·r¦�����¹A¦J��­���·r �ºC¦�����£=«
» «¼ u�� u§#��«�¦¤¸1½
���|�¤��¡°�¤§¾¸¾�]¨©�¤«�ºY¦H¶r­�´�����§4 u¿©·%�¤¡�¨�£�§Àª�¦³·r u¢u¦�ª�¦�¡�«� u¬Á¶r¦�£�¨u¦³·rÂu�� u¡�¨u��¸
¡�¢¤£�¯��¤����¹¾§Á¡0��­�����£�¨u��¦�§Á­�¦�Ã�¦�����¬5¢Y´±¡³·r u¢u��£�ÄH��¦� u��­�¦³¶r¦³·r¦��|�� u¡�¨±����Å�¡� u¿u u¦0¢u����§���®
����¦�´�¶r¦³·|£�¦�¨u¡µ£���­� u¿©·r¦�§�¦)��¯°§#¦�­�¦�����£�­���¡�«��0ÆY«¼ ©·r��ª�¦�¡�¨u¢u¦����| ¤§#´P u����¡°�¤����²Z��­�¦³¶r�� ©®
ª�¨u¦�����¬P�|�
§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦*¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹(ÄP­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬���Ç	­�¦³¶�·%�¤�³�¤¦�¨u¡µ£P °¶r���W�� °¶�Ä¼ °¶
«]�¤«¼¡��� u§��©¨u��¯��¤È����]��¦³·r����¦�¬���¹(Ä]��­�¦³¶r�� uª�¨u¦��|��¬�¸�­|�©¯°¢u��¢±�¤²*¥���¬T·r����¦�¬���´�²É¨u¦� u­���²
½
 u�WÊ	¦�¬�§��¤�|��Æ�ËH u­���¦���Ã�¨±¦�­��r��¸±­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�¤²*¨u¡µ£W¯���¶%��ª��Y�� u­�¨u½
¦³·rÂu�� u�� ��¤�|��·r��¯��
�H��­� uÈ�¦�¡�¡�¹Z­���¡�«����
ËH u�� u��­|�¤½
��£/ u­���¦���¨u��­� u¢±�¤�|�5�|�mÃ���­� u«���¬/«�­�´���ª���¨¤�©¨u¦³·r¦�¬�¸#����¨u¦�­�¦°¡�´�²�¥���Ä¼¡µ£

��­���·r �ºY¦�����£�§#�T¨u¦� u­����=¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u¦�¬]«=¡� uÈ��|��·rÂu�� u¬=¡�½
¦�­�¦¤¸�¢�¨u u§`ª���¡³·r¦CÆm«=½
��®
�|�¤��¡°�¤§¾¸�¡�¨u­|��Ä± u¢±�¤����²Ì�� u¿¤¥�¦�¬���­� u¿©·r¦�§��©¨u��«¼¦	��­�����£�¨u��£�­�¦�Ã�¦�����¬H¡�´�ª�¦�¨u u§S����¶r��®
¢u��¶|´±��·rÂu��¹(Ä/��­�¦³¶r�� uª�¨u¦��|��¬����	�������H¶r u¡�¨¤´����|�5¨¤�¤«�ºC¦�¡�¨¤´°¶r¦���¨¤�¤§Í¡�¨©�¤­�Ã���ÄS«�´�­�¡� u¢
§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡°«���Ä/¡���¦�È��|��·rÂu�� u¡�¨u¦�¬�¸��Î§# �ºY¦�¨�¿u¹1¨uÂT��¡��� ©·rÂ¤¯° u¢±�¤�|��¶�·|£Ï´��Ð·|´�¿©·r¦�����£
�� ¤¯°�|�¤����¬H¢W��¦�­�¦�ª���¡³·r¦�����¹1Äm u¿©·%�¤¡�¨�£�Ä��



Ñ Ò�ÓKÔÖÕ!Ó�×8Ø�Ù�×

}ÛÚHw�ÜuÝ�qrÞ�w�t�ß�Ü±àxá%â�ãYÜ5suqrÜuÝ�Ü¼â�t�ä å
�u�æ�çÅ�¨u�� ¤Ã�¦�����£è�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0� é
�u� ~ ËH u�� ¤¨u u����¹¾¦0½	´���«�È��� u�|��·r¹ê�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�j�u�
�u� �ìë�¦�¢u¦�­�¡
´��� u­±£�¶r uª�¦����� u�� J§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±�P�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�j���
�u� íïî(¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹A¦0­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����£m�H u¿u u¿¤¥�¦�����¹¾¦0§#¦�­�¹ð�
�0�0�0�0�0�0�0�j���
�u�ñ�òëx�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£m�|��´��� u­¼£�¶r uª�¦�����¹(ÄH§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±��Ä=�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�j��ó
�u� �ìÇ	 u­±£�¶r«��H�|�C§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u¦
­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬ï�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0� ~ �

zõô(Ü¼prw�t�ä8w�txsuy�Þ zrö
~ �æ�ç÷���¶%��ª|�C��­�����£�¨u��£m­�¦�Ã�¦�����¬ç�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0� ~ �
~ � ~ ËH¦�­�¹Z­���¡�«����0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0� ~ é
~ � �ïËH u�� ¤¨u u���� u¡�¨uÂJ§#¦�­H­���¡�«��c�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�uù

~ � ���æ� Ëm�©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡°«¼ u¦� �ºJ��¶%�¤����¦	��¶r��¡���¦�­�¡���£T�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø���
~ � ��� ~ ËH¦�­|�Y �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬��� ©·r¦�¯°�� u¡�¨u�j�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø� ~
~ � ��� � ËH¦�­|�Y¢u ¤¯°§�´¼¥�¦����� u¬m¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u���0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�u�

~ � íïî(¹¾��´�«�·r u¡�¨uÂJ§#¦�­H­���¡�«��ç�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�u�
~ � í��æ� Ëm�©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡°«¼ u¦� �ºJ��¶%�¤����¦	��¶r��¡���¦�­�¡���£T�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�±é
~ � í�� ~ ËH¦�­|�Y �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬��� ©·r¦�¯°�� u¡�¨u�j�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�u�
~ � í�� � ËH¦�­|�Y¢u ¤¯°§�´¼¥�¦����� u¬m¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u���0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0��í±ù

~ �ñ�òî(¹¾ª���¡³·r¦�����¦�§#¦�­H­���¡�«��ì�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0��í��
~ �ñ���æ� ����¡�«�­�¦�¨u��¯��¤È���£�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£É�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0��í��
~ �ñ��� ~ ËH¦�­|�Y �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬��� ©·r¦�¯°�� u¡�¨u�j�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0��í ~
~ �ñ��� � ËH¦�­|�Y¢u ¤¯°§�´¼¥�¦����� u¬m¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u���0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0��í ~

ú ÚHprw�ß|ûHÜ±àxárâ�ãYüýÞ�â�Þ�àxt�þ ÿrÿ
���æ�õÇ	 u¡�¨©�¤�� u¢u«��C¯���¶%��ª��/�0�0�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0��íuí
��� ~ Ç	 u­�¨u½
¦³·r�H¢¤¨u u­� u�� W�� u­±£�¶r«��ý�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0��í¼é

��� ~ �æ� Ç	­� u¡�¨u¦�¬�Ã���¬��� u­�¨u½
¦³·rÂï�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0��í¼é
��� ~ � ~ � §#¦�ÃC�¤����¹¾¬m½	´���«�È��� u�|��· �0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0��í±ó

�



í ��� ���|�������u���������

��� ~ � � ÷���¶%��ª|�WËm�¤­�«¼ u¢u��È|�T�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�É�¤ù
��� ~ � í Å�¨u�� ¤Ã�¦�����¦0«H­���¡�«�´ �0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�É�¤ù

��� �ïËH¦�¨u °¶5 �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬��� ©·r¦�¯°�� u¡�¨u�ì�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�É���
��� ���æ� Ç	 u¡�¨©�¤�� u¢u«��C¯���¶%��ª��=�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�É���
��� ��� ~ Ê	 u­�§���·rÂu�� u¦	­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����|¦0�H�� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu�|�©£m�� ©·r¦�¯°�� u¡�¨uÂK�0�É� ~

ÿ ÚHp%suß�w�prÜ¼â�t�Ü��	Ü¼w�ã w�txsuy�Þ ö ú
í��æ� � ´�¿���¦�«�¨u��¢u�|�©£H¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨uÂ �0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�É�¤�

í��æ�u�æ� Å�¨u�� ¤Ã�¦�����¦0��­|�¤¢©¶r u�� �¶r u¿u��£��0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�É�©í
í��æ�u� ~ � ´¼¥�¦�¡�¨±¢u u¢±�¤����¦0¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u�� P­|�©¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����£ �0�0�0�0�0�0�É�¤�

í�� ~ Å�¨u�� ¤Ã�¦�����¦0��­�¦³¶r�� uª�¨u¦°����£`�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�uù
í�� ~ �æ� Ç	­�¦³¶r�� ©·r �ºC¦�����£ì�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�uù
í�� ~ � ~ � ´¼¥�¦�¡�¨±¢u u¢±�¤����¦0§#¦�­�¹`­���¡�«����0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø� ~

í�� �ïÅ)��­|�¤����ª�¦����� u¡�¨uÂJ§#�� �ºC¦�¡�¨u¢W­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬ò�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�¤í
í�� ���æ� �0����¦�¬��� u¦
 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦���­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£è�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�¤í
í�� ��� ~ Ê	¦³·r����¦�¬��� u¦0 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦0��­�¦³¶r�� uª�¨u¦°����£!�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�±�

öõÚHw�p���Ü�s±suã w�txsuy�Þ �%å
���æ�õ��·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«���¬m��­� uÈ�¦�¡�¡0­���¡�«�� �0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�±é

���æ�u�æ� Å)��­�¦³¶r¦³·r¦�����¦ �0�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�±é
���æ�u� ~ ëx�©¯° u­�¦�����¦0��­� uÈ�¦�¡�¡°� �0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�uó

��� ~
	 ��­�¦�����­� u¢±�¤����¹¾¬m��­� uÈ�¦�¡�¡0­���¡�«�� �0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�u�
��� ~ �æ� Å)��­�¦³¶r¦³·r¦�����¦ �0�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�ø�u�
��� ~ � ~ � ¢u u¬�¡�¨u¢±�W�¤��­�¦�����­� u¢±�¤���� u�� W��­� uÈ�¦�¡�¡°�Á�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�Éé ~
��� ~ � � �)­|�¤¢u��¦�����¦)¶�·|£H¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¢u¹1ºJ��¢±�¤����£ì�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�Éé©í
��� ~ � í Ç	­� u¡�¨u¦�¬�Ã���¬���­� uÈ�¦�¡�¡
­���¡�«��Ì�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�Éé¤�

��� �ìë�¦�Ã�¦�����¦0´�­|�¤¢u��¦�����£H¢u¹1ºJ��¢±�¤����£ �0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�Ééué
��� ���æ� Ç	­� uÈ�¦�¡�¡
¡
�� u�Ð·r ¤¥�¦�����¦�§è�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�Ééué
��� ��� ~ ����¡�«�­�¦�¨u��¹¾¬�¡³·|´�ª|�¤¬ �0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�øóuù
��� ��� � Å)¿¤¥���¬H¡³·|´�ª|�¤¬ �0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�øó ~

��� íïî�¯��¤��§#�|�©£H�¤����­� u«�¡���§��¤È���£H��­� uÈ�¦�¡�¡� u¢��
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�øóu�
��� í��æ� Å)��¦�­|�©¨u u­m�¤��­�¦�����­� u¢±�¤����£ �0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�øóu�
��� í�� ~ 	 ����­� u«¼¡���§��¤È���£H¨u­|�¤¦�«�¨u u­���¬m��­� uÈ�¦�¡�¡� u¢ �0�0�0�
�0�0�0�0�0�0�0�øó¤í

����Þ�y�à�
���Ü¼âxt�Ü �%å



� ÕÍ×�� ×8Ø�Ù�×

ËH °¶r¦³·r��­� u¢±�¤����¦�½
���|�¤��¡� u¢u¹(Ä�­���¡�«¼ u¢P��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·|£�¦�¨�¡� u¿u u¬�����¨u¦���¡���¢u�� �­|�©¯°¢u��¢±�¤²A®
¥�´�²�¡�£S u¿©·%�¤¡�¨uÂ5��¡�¡³·r¦³¶r u¢±�¤����¬/¡P§#�� u�� uª���¡³·r¦�����¹¾§#�S��­|�¤«�¨u��ª�¦�¡°«���§#�S��­���·r �ºC¦�����®
£�§#���¾Ç	­� u¡�¨u¦�¬�Ã���¦=§# °¶r¦³·r�N��­���§#¦���£�·r��¡�ÂS«Á¡�¨u­|��Ä¼ u¢u¹¾§4­|�¤¡�ª�¦�¨©�¤§4¦�¥�¦T¢]¶r­�¦�¢u�� ©®
¡�¨u���x¢��� u¢u u¦W¢u­�¦�§�£Ï¡J­|�©¯°¢u��¨u��¦�§Ì¨u¦� u­����Î¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u¦�¬Î¨©�¤«�ºC¦J��­�¦³¶r��­�������§���·r��¡°Â
­|�©¯°­� ¤¯°��¦�����¹¾¦
�� u��¹1¨u«����� u¡�¨u­� u¦�����£�§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡°«���Ä�§# �¶r¦µ·r¦�¬�¸���­�¦³¶r�|�©¯°�|��ª�¦����|¹(Ä
¶�·|£5��­� u���� ¤¯°��­� u¢±�¤����£5½
���|�¤��¡� u¢u¹(Ä5­���¡�«¼ u¢���´���­|�¤¢©·r¦�����£T��§#����Å*¶r�|�¤«¼ �¡���¡�¨u¦�§���®
¨u��ª�¦�¡�«¼ u¦Y�� u¡�¨u­� u¦�����¦C¨u¦� u­����T¡�¨¤��·r �¢u ¤¯°§# �ºW��¹¾§ý·r��Ã�Â�¢�«¼ u��È�¦C��¦�­�¢u u¬5�� ©·r u¢u����¹
¶r¢±��¶rÈ|�©¨u u�� ]¢u¦�«���¸�«¼ u��¶%� 	 � ÊC���	 ©·r§# u�� u­� u¢u¹¾§Í¿u¹(·%�T¯��¤¢u¦�­�Ã�¦��|�Ï�¤«¼¡��� u§��©¨u��¯��¤È���£
¨u¦� u­����5¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u¦�¬�¸��C�0ºm�r½
 u�5Ê	¦�¬�§��©�� u§Á�TÅ���ËH u­���¦���Ã�¨±¦�­��| u§'¡� ¤¯�¶%�¤��§��©¨u¦³®
§��©¨u��ª�¦�¡�«���¬5�¤���|�¤­|�©¨C¶�·|£H u����¡°�¤����£�����¶r��¢u��¶|´¼��·rÂu��¹(ÄH��­�¦³¶r�� uª�¨u¦°����¬��
�� T��¦³¶%�¤¢u��¦��� T¢u­�¦�§#¦����S½
���|�¤��¡� u¢±�©£Î�S�¤«�¨¤´±�¤­��|�©£S¢u¦�¨u¢u�Î¨u¦� u­����S­|�©¯°¢u��¢±��·r��¡�Â

�|�¤­|��·�·r¦³·rÂu�� ���¸�¢
¯°�|��ª���¨u¦³·rÂu�� u¬�¡�¨u¦���¦�����¸���¦�¯��¤¢u��¡���§# 0¶r­�´��� ¤¨
¶r­�´�������îS�� ¤¡³·r¦³¶r��¦�¦
¶r¦�¡�£�¨u��·r¦�¨u�|¦�¢u¡�¦	¯��¤§#¦�¨u��¦�¦���­� �£�¢©·|£�¦�¨u¡�£H¨u¦���¶r¦���È���£�«H u¿���¦³¶r����¦�����² » ¨u��Äm¢u¦�¨u¢¤¦�¬�¢
¦³¶r����´�²Í¨u¦� u­���²���î`�|�¤¡³¨u �£�¥�¦�¬5§# u�� u��­|�¤½
����¢P«���ª�¦�¡�¨u¢u¦C¿±�©¯°¹`¶�·|£m¨©�¤«� u�� P u¿���¦³¶r��®
��¦�����£C��­�¦³¶�·%�¤�³�¤¦�¨±¡�£Y��¡��� ©·rÂ¤¯° u¢±�©¨uÂ)¨u¦� u­���²Á��­�����£�¨u��£Y­�¦�Ã�¦�����¬Y¢�´±¡³·r u¢u��£�Ä�¢u¦�­� �£�¨©®
�� u¡�¨u�� u¬���¦� u��­�¦³¶r¦³·r¦����� u¡�¨±���rîý­|�¤§#«���Ä » ¨u u¬�§# °¶r¦³·r����­�����£�¨u��¦
­�¦�Ã�¦�����£���­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©®
·|£�¦�¨C¡� u¿u u¬J¢u¹¾¿u u­P�|�¤��·|´�ª�Ã�¦��� C¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u�� C­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£���¯)��¦�«¼ ¤¨u u­� u�� �¶r ©®
��´u¡�¨u��§# u�° �§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±�J­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬�¸���­���ª�¦�§ý¨u¦�­�§#�������|�¤��·|´�ª�Ã���¬����� u����§��¤¦�¨±¡µ£
¢Y¡�§#¹¾¡³·r¦� ¤¨u�� ©Ã�¦�����£�����¶r��¢u��¶|´±��·rÂu�� u�� J��­�¦µ¶r�� uª�¨u¦°����£��
�
·|£�­�¦�Ã�¦�����£C¨©�¤«� ¤�� 	­� °¶%�*¯���¶%��ª���¦� u¿°Ä± �¶r��§# )��­�¦³¶r¢±�¤­���¨u¦³·rÂu�� 
�� °¶r�� ¤¨u u¢u��¨uÂ
«¼ ©®

·r��ª�¦�¡�¨u¢u¦����| u¦Y u����¡°�¤����¦C ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£=��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£�¸�¨u �¦�¡�¨uÂ�¸���­�¦³¶r¡�¨©�¤¢u��¨uÂH¦��� �§# ©®
�� ¤¨u u����¹¾§Á½	´���«�È��� u�|��·r u§SÆP§#¦�­� u¬m­���¡�«����%îN¡³·|´�ª|�¤¦
·r����¦�¬��� ¤�� P ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£���­�¦³¶�®
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/102/ 35476981:<;=69>@?
ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Á��­� u��¯°¢u ©·rÂu�� ¤¦0§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u  X �
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED }GFIHKJ�LNMCOPJEQEOSRTJEU X JEU�VXWZYXU[OPHC\^]�_�LN`2RaJ�LcbdO2\eHfY�LCYf`XOPg!Ueh�HCLNiY�LjRG_�hkLNQlV�Y�OP`XOPJEQEQ X JEU X m
Å�¨u�� ¤Ã�¦�����¦

R
�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£9hkOon�pkOegq\eQ�YXJEWrR	¸r¦�¡µ·r�

(x, x) ∈ R, x ∈ X ,

\PQqRsRtOPHuh�QEvqJEWrR	¸|¦�¡³·r�
(x, y) ∈ R =⇒ (y, x) ∈ R,

U�JEHKQ�\PQqRsRtOPHuh�QEvqJEWrR	¸�¦�¡³·r�

(x, y) ∈ R, (y, x) ∈ R =⇒ x = y,



ó ��� ���|�������u���������

HuhwU�JlVXQEHKQ�YXJEWrR	¸�¦�¡³·r�
(x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R =⇒ (x, z) ∈ R.

Å�¨u�� ¤Ã�¦�����¦H�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£x_�Lop�JEWrR	¸�¦�¡³·r�Î¶�·|£/¢u¡�£�«¼ u¬/�|�¤­�¹
x, y ∈ X ¢u¹¾�� ©·r��£�¦�¨u¡�£

�� P«�­|�¤¬���¦�¬5§#¦�­�¦� °¶r�� P��¯C¢u«�·r²�ª�¦�����¬
(x, y) ∈ R

¸
(y, x) ∈ R

��Å�¨u§#¦�¨u��§'¯�¶r¦�¡�Â�¸�ª�¨u 
¢u¡�£�«� u¦	�� ©·r�� u¦
 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦0£�¢©·|£�¦�¨u¡�£m­�¦�½)·r¦�«¼¡���¢u��¹¾§¾�
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED9zzyZOon�pkOPgw\PQ�YXJ�L�Oa\PQqRsRtOPHuh�QEvqJ�L�O7HuhwU�JlVXQEHKQ�YXJ�L�O7LNHKJ�LNMCOPJEQ�O7JEU
X JEU�VXWZYXU[OPHC\^]�LNHKJ�LNMCOPJEQ�O{R}|�gwYXQ�YXUcpkOPJEHKJ�L�\PHKQ m
�
·|£ » ¨u u�� S ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£`�|�¤­±£�¶|´Á¡ (x, y) ∈ R

��¡��� ©·rÂ¤¯�´u¦�¨u¡µ£` u¿u ¤¯°�|��ª�¦�����¦
x ∼ y

�
~#¡³·r�5�|� X ¯���¶%�¤�� P ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±� ∼ ¸r¨u  X ­|�©¯°¿u��¢±�¤¦³¨u¡µ£��|�J«�·%�¤¡�¡�¹» «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±�

X =
∑

λ∈Λ

Xλ,
� �u�æ�� 

�Ð¶r¦ ∑  u¿u ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨P u¿���¦³¶r����¦�����¦���¦���¦�­�¦�¡�¦�«��¤²*¥C��Ä¼¡µ£5§#�� �ºC¦�¡�¨u¢���Ç	­�� » ¨u u§ x ∼ y
¢

¨u u§Ö�Ï¨u ©·rÂu«¼ 5¢�¨u u§!¡³·|´�ª|�¤¦¤¸#«¼ u�Ð¶%�
x, y ∈ Xλ

��­��/��¦�«¼ ¤¨u u­� u§
λ ∈ Λ

�xë��©¯°¿u��¦�����¦
� �u�æ�� )§# �ºC¦�¨m¡³·|´¼ºJ��¨uÂH¶�·|£T¯���¶%�¤����£] ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨u����·r²�¿u u¦W­|�©¯°¿u��¦³®
����¦ X �|�P��¦���¦�­�¦�¡�¦�«��¤²*¥���¦°¡�£=§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±�P¢u��¶%��� �u�æ�N *�� ¤­� �ºY¶%�¤¦�¨��|� X  ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦» «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±��� �  u¢u u«�´����� u¡�¨uÂJ«�·%�¤¡�¡� u¢ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±�

X̃ = {Xλ, λ ∈ Λ}
�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£m½0�¤«�¨u u­�® §#�� �ºC¦�¡�¨u¢u u§ X �� Y ¤¨u�� ¤Ã�¦�����² » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨u� ∼ �
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED ú yZOon�pkOPgw\PQ�YXJ�L�O�U�JEHKQ�\PQqRsRtOPHuh�QEvqJ�L�O�HuhwU�JlVXQEHKQ�YXJ�L�O�LNHKJ�LNMCOPi
JEQ�O1JEU X JEU�VXWZYXU[OPHC\^]�LNHKJ�LNMCOPJEQ�OSRTvqU[\PHKQEvqJ�L��eLC_�Lohl]E`�g!U m
�
·|£] ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£Ïª|�¤¡�¨u��ª��� u�� ��� u­¼£�¶r«��H�|�¤­±£�¶|´T¡

(x, y) ∈ R
��¡��� ©·rÂ¤¯�´u¦�¨±¡�£Î u¿u ¤¯°�|��®

ª�¦�����¦
x ≤ y

�¾ËH�� �ºC¦�¡�¨u¢u  X ¢u§#¦�¡�¨u¦5¡m ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦°§Àª|�¤¡�¨u��ª��� ¤�� /�� u­±£�¶r«��]¿¤´°¶r¦�§
 u¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂ

(X ,≤)
�8�|�©¯°¹¾¢±�©¨uÂÏª|�¤¡�¨u��ª��� ]´��� u­±£�¶r uª�¦�����¹¾§É§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u u§¾�#��¶r u¿u�� 

¨©�¤«�ºY¦�­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�©¨uÂY ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦
¡�¨u­� u�� u�� Y�� u­±£�¶r«��
<
¸��� u­� �ºY¶%�¤¦�§# u¦��� C��­|�¤¢u��·|´

x < y ⇐⇒ x ≤ y, x 6= y,

�ý��­� ©¨u��¢u u�� ©·r �ºJ��¹¾¦m ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£
x ≥ y

�
x > y

 ³¸� ¤¯°�|��ª|�¤²*¥���¦¤¸�¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u¦����� �¸
y ≤ x

�
y < x

 ³�
~#¡³·r�ý ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦ ≤ £�¢©·|£�¦�¨u¡�£ý�� ©·r��¹¾§¾¸#¨u ]¦�¡�¨uÂT¶�·|£8��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹(Ä x, y ∈ X¢u¹¾�� ©·r��£�¦�¨u¡�£5�� W«�­|�¤¬���¦�¬�§#¦�­�¦0 °¶r�� J��¯�¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¬

x ≤ y
¸
y ≤ x

¸�¨u 
(X ,≤)

�|��®
¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£Cp�QEJ�OP�EJ�Lu�!_�Lohl]E`XLNvlOPJEJEWrRÎ§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u u§¾¸¤�*¡°�¤§# � ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦ ≤ Ætp�QEJ�OP�EJEWrR_�Lohl]E`�gwLjR	�



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� �

ë��¤¡�¡�§# ¤¨u­���§,ª|�¤¡�¨u��ª��� S´��� u­¼£�¶r uª�¦����� u¦=§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u 
(X ,≤)

¸¾�`¢u¢¤¦³¶r¦�§j�|�/��¦�§
�� u��£�¨u��¦0����¨u¦�­�¢±��·%�����
·|£

x, y ∈ X  u¿u ¤¯°�|��ª���§

[x, y] = {z ∈ X | x ≤ z ≤ y}, (x, y) = {z ∈ X | x < z < y} � �u� ~  
¯��¤§#«���´¼¨u¹¾¬P�W ¤¨u«�­�¹1¨u¹A¬P����¨u¦�­�¢±��·r¹	¸¼ u¿u­|�©¯° u¢±�¤����¹¾¦¾¨u uª�«��¤§#�

x, y
�w��´�¶r¦�§Ï­|�¤¡�¡�§��©¨©®

­���¢±�©¨uÂY¨©�¤«�ºY¦	�� ©·|´± ¤¨u«�­�¹1¨u¹A¦�����¨u¦�­�¢±��·r¹

(x, y] = {z ∈ X | x < z ≤ y}, [x, y) = {z ∈ X | x ≤ z < y} � �u� �! 
������ ©·|´�¿u¦�¡�«¼ u��¦�ª���¹¾¦w������¨u¦°­�¢±��·r¹

(←, x] = {z ∈ X | z ≤ x}, (←, x) = {z ∈ X | z < x}, � �u� íw 
[x,→) = {z ∈ X | x ≤ z}, (x,→) = {z ∈ X | x < z}. � �u�ñ�[ 

�x uª�«��
x ∈ A

�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£�JEU�QE�XL^p��!MKQqR���JEU�QqRtOPJE�!MKQqR�� » ·r¦�§#¦���¨u u§N�� °¶r§#�� �ºC¦³®
¡�¨u¢±�

A ⊆ X ¸�¦�¡³·r�
y ≤ (≥)x, y ∈ A.

ËH�� �ºY¦�¡�¨u¢u 
A ⊆ X �|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£�LNHKg2h�W�HKWrR	¸r¦�¡³·r�5¢J��¦�§Á��¦�¨P�����|�¤��¿u ©·rÂ¤Ã�¦��� �¸%����|�¤��§#¦���Â¤Ã�¦���  » ·r¦�§#¦���¨u u¢�¸|��VXUNRag!JE�!HKWrR	¸�¦�¡³·r��¢Y��¦�§S¦�¡�¨uÂW«��¤«��|�©��¿u ©·rÂ¤Ã���¬�¸�¨©�¤«��

�|�¤��§#¦���Â¤Ã���¬ » ·r¦�§#¦���¨u¹
�
�x uª�«��

x ∈ A
�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£�RaU�gw\PQqRaUcp��!JEWrR���RaQEJEQqRaUcp��!JEWrR�� » ·r¦�§#¦���¨± u§S§#�� �ºC¦³®

¡�¨u¢±�
A
¸|¦�¡³·r�

y ≥ (≤)x
¸
y ∈ A

¢©·r¦�ª�¦�¨
y = x

�
��¢±�H·r����¦�¬��� 5´��� u­¼£�¶r uª�¦�����¹(Ä/§#�� �ºY¦�¡�¨u¢±�

(X ,≤X )
¸

(Y ,≤Y)
�|�©¯°¹¾¢±�¤²*¨u¡�£d�;�� ©®

­±£�¶r«� u¢u w  _�LN`XLN��JEWrRaQ|¸�¦�¡³·r�S¡�´¼¥�¦�¡�¨u¢¤´±¦�¨Î¢¤¯��¤��§#�� ©®  °¶r�� ¤¯°�|��ª��� u¦�§# u�� ¤¨u u���� u¦H ¤¨u u¿©®
­|�©ºC¦�����¦

f
§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±� X �|�C§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u  Y

�
x1 <X x2 ⇐⇒ f(x1) <Y f(x2), x1, x2 ∈ X .

� �¤§# W ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦
f
��­�� » ¨u u§8�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£�_�LN`XLN��Q�O{R	�¡ OPvlOPJEQ�OSRÁ·r����¦�¬��� Y´��� u­±£�¶r uª�¦����� u�� W§#�� �ºY¦�¡�¨u¢±�

(X ,≤)
�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£m­|�©¯°¿u��¦�����¦

X = A + B
¨©�¤«¼ u¦¤¸�ª�¨u 

a < b, a ∈ A, b ∈ B
¸���­�� » ¨u u§ A

�
B
�|�©¯°¹¾¢±�¤²*¨u¡�£�����ºJ����§

�8¢u¦�­±Ä�����§ø«�·%�¤¡�¡°�¤§#�ý¡�¦�ª�¦�����£�¸(¡� u ©¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u¦����| �� � ¦�ª�¦�����¦��|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£¢`XOP`XOPg!QEJE`XLNi
YXWrR	¸(¦�¡³·r�N¢Î����ºJ��¦�§É«�·%�¤¡�¡�¦5¦�¡�¨uÂS�|�¤��¿u ©·rÂ¤Ã���¬ » ·r¦�§#¦���¨�¸A�Ï¢u¦�­uÄ���¦�§4«�·%�¤¡�¡�¦5��¦�¨
�|�¤��§#¦���Â¤Ã�¦��� �¸�·r��¿u ]¢]����ºJ��¦�§�«�·%�¤¡�¡�¦m��¦�¨Î�|�¤��¿u ©·rÂ¤Ã�¦���  » ·r¦�§�¦���¨¤��¸1�=¢]¢u¦�­uÄ���¦�§
«�·%�¤¡�¡�¦H¦�¡�¨uÂ=�|�¤��§#¦���Â¤Ã���¬���¶r­�´�����§#�8¡³·r u¢±�¤§#��¸#¦�¡³·r�S¡�¦�ª�¦�����¦m��­�¦µ¶r¡�¨¤�¤¢u��§# ]¢T¢u��¶r¦
X = (←, c]∪ (c,→)

·r��¿u  X = (←, c)∪ [c,→)
�!�0����¦�¬��� 0´��� u­¼£�¶r uª�¦����� u¦�§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u 

�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£�J�OP_�hkO£h�WZYXJEWrR	¸r¦�¡³·r��¢u¡�¦�¡�¦�ª�¦�����£�¢J��¦�§S¶r¦³¶r¦�«�����¶r u¢u¹	��Ç	 °¶r§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u 
D ⊆ X �|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£d_wpkLNHKJEWrR4¢

(X ,≤)
¸#¦�¡³·r�8«��©ºY¶r¹¾¬S��¦���´±¡�¨u u¬ý����¨u¦�­�¢±��·Á¢ X¡� °¶r¦�­¼ºJ��¨CÄ¼ ©¨�£H¿u¹` °¶r��´P¨u uª�«�´���¯

D
�



��ù ��� ���|�������u���������

ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED ÿ¥¤¦OP_�h�O£h�WZYXJ�L�O§p�QEJ�OP�EJ�L¨�!_�Lohl]E`�LNvlOPJEJ�L�OZRaJ�LcbdO2\PHCY�L2©�\2LN`XO£hEbxU�i
ª O2O¦\PvlOPHKJ�L�O1_wpkLNHKJ�L�O¦_�LN`2RaJELcbdO2\PHCY�L2©�JEU�VXWZYXU[OPHC\^]�Y�O ª O2\PHCY�OPJEJ�LNi£_�LN`XLN��JEWrR m
Ç	­���¢u¦³¶r¦�§]¯�¶r¦�¡�Â0 �¶r���W­�¦�¯�´°·rÂ�¨¤�©¨���¯¦� �2��� ¨u¦� u­�¦�§��0���æ�u� ~  ³¸±«¼ ¤¨u u­�¹¾¬J¿¤´°¶r¦�¨���¡��� ©·rÂ©®

¯° u¢±�¤�5��­��T u����¡°�¤�����T­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����¬=�|�P´��� u­±£�¶r uª�¦�����¹(Ä=§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±��Ä�¸��T«¼ ¤¨u u­�¹¾¬
 u��­|�¤¢©¶r¹¾¢±�¤¦�¨J¢u¢¤¦³¶r¦����� u¦0 u��­�¦³¶r¦³·r¦�����¦¤�
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜÎ}ED9ö�FIHKg2h�W�HCL�O �¬VXUNRag!JE�!HCL�O£� Y�O ª O2\PHCY�OPJEJ�LCi¨_�LN`XLN��J�L�O��!_�Lohl]E`XLNivlOPJEJ�L�O�RaJ�LcbdO2\eHfY�L�_�Lohl]E`�gwL�Y�L�_�LN`XLN��J�L­RaJ�LcbdO2\PHCYX��Y�\2O^®¯Y�O ª O2\PHCY�OPJEJEWr®°vqQ�\2O{p
�£\2O2�SRtOPJEHK�

[0, 1]
� m

Å�¨u�� ¤Ã�¦�����¦P��­�¦³¶r�� uª�¨u¦°����£�¸x«¼ ¤¨u u­� u¦J u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£]¶%��·r¦�¦¤¸�����­|�¤¦�¨5¢H�|�¤¡�¨u �£�¥�¦�¬
­|�¤¿u ¤¨u¦
 °¶r��´���¯0È�¦���¨u­|��·rÂu��¹(Äm­� ©·r¦�¬��
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED±�z²¦Lop�J�L�O1HuhwU�JlVXQEHKQ�YXJ�L�OtLNHKJ�LNMCOPJEQ�OaJEU X JEU�VXWZYXU[OPHC\^]�LNHKJ�LNiMCOPJEQ�OSRT_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQq] m
�
·|£T ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£=��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£=�|�¤­±£�¶|´5¡

(x, y) ∈ R
¿¤´�¶r¦�§`��¡��� �·rÂ¤¯° u¢±�©¨uÂH u¿u ¤¯°�|��®

ª�¦�����¦
x � y

��ËH�� �ºC¦�¡�¨u¢u  X ¡J¢u¢u¦³¶r¦�����¹¾§Ì�|�m��¦�§Ì ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§!��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£ �¿¤´�¶r¦�§Ì u¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂ
(X ,�)

�Ï�|�©¯°¹¾¢±�©¨uÂ�§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u u§Ì¡J��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£�§#����Å�¨u�� ¤Ã�¦³®
����¦W��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£ � �� u­� �ºY¶%�¤¦�¨H�|� X  ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦J¡�¨u­� u�� u�� ���­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£ ≺ �� ��­|�¤¢u��·|´

x ≺ y ⇐⇒ x � y, y 6� x.

�  u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£
x � y

�
x ≺ y

 
���� u�Ð¶%��´�¶r u¿u�� H¯��¤����¡�¹¾¢±�©¨uÂ5¢m¢u��¶r¦
y � x

�
y � x

 ³�
Å�¨u�� ¤Ã�¦�����¦1��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£ � �� u­� �ºY¶%�¤¦³¨��|� X ¨©�¤«�ºC¦� ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦ » «�¢¤��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±�

x ∼ y ⇐⇒ x � y, y � x,
� �u� �! 

�W½0�¤«�¨u u­�® §#�� �ºC¦�¡�¨u¢u  X̃ ��  » ¨u u§�´m ¤¨u�� ¤Ã�¦�����² » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±�5 u«��©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£H·r��®��¦�¬��� Y´��� u­¼£�¶r uª�¦�����¹¾§=��¶�·|£
x̃, ỹ ∈ X̃

x̃ ≤ ỹ ⇐⇒ ∃x ∈ x̃, ∃y ∈ ỹ : x � y.

Å)¿u ¤¯°�|��ª���§
K
 ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦*��¯ X �|� X̃ ¸±¡�¨©�¤¢¤£�¥�¦�¦*¢0¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u��¦�«��©ºY¶r u§�´ x ∈ X¦��� �«�·%�¤¡�¡ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±��� x ∈ K(x) ∈ X̃ ¸��T¿¤´�¶r¦�§N�|�©¯°¹¾¢±�©¨uÂ » ¨u H ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦g!U�J�LNJEQEvlO2\Pg!QqR	�

î=§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦
(X ,�)

¡���­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£�§#��¸¤«��¤«��0¢*¡³·|´�ª|�¤¦( ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£�ª|�¤¡�¨u��ª��� ¤�� 
�� u­±£�¶r«���¸�§# �ºJ�� C­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�©¨uÂW¯��¤§#«���´¼¨u¹A¦0�H ¤¨u«�­�¹1¨u¹A¦0����¨u¦�­�¢±��·r¹

[x, y] = {z ∈ X | x � z � y}, (x, y) = {z ∈ X | x ≺ z ≺ y}, � �u�ñé� 



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� �u�

��¨¤�¤«�ºC¦
�� ©·|´u ¤¨u«�­�¹1¨±¹¾¦

(x, y] = {z ∈ X | x < z � y}, [x, y) = {z ∈ X | x � z ≺ y} � �u� ó! 
�H�� ©·|´�¿u¦�¡�«¼ u��¦�ª���¹¾¦

(←, x] = {z ∈ X | z � x}, (←, x) = {z ∈ X | z ≺ x}, � �u� �! 

[x,→) = {z ∈ X | x � z}, (x,→) = {z ∈ X | x ≺ z}. � �u�æ��ù! 
����¨u¦�­�¢±��·r¹	�
Ç	 ©·|´�¿u¦�¡�«� u��¦�ª���¹¾¦m����¨u¦�­�¢±��·r¹³� �¤� �! 0Æ¯� �u�æ��ù! �¿¤´�¶r¦�§��|�©¯°¹¾¢±�©¨uÂT¨¤�¤«�ºC¦�RaJ�LcbdOPi

\PHCYXUNRaQ´�2hkL�YXJq]|��µ	¡��� �¸�ª�¨u P§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±�W´�­� u¢u��£ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u��¹(Ä » ·r¦�§#¦���¨± u¢�¡� u¢u�|��®
¶%�¤²*¨��±�|�¤��­���§#¦�­�¸

x ∼ y
¢©·r¦�ª�¦�¨

(←, x] = (← y]
�±Ç	  » ¨u u§�´C«��©ºY¶r u¦¾§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u 	´�­� u¢©®

��£�¢u�� ©·r��¦( u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨u¡µ£C«�·%�¤¡�¡� u§ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨u� x̃ = K(x)
¸©¢)«¼ ¤¨u u­� u§m·r¦�ºJ��¨

x
¸

��¡� u¢u�|��¶%�¤¦�¨	¡1 u¿���¦³¶r����¦�����¦�§=¢u¡�¦³Ä�«�·%�¤¡�¡� u¢ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±�Y��¯1¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¥C¦��° 
�� u­±£�¶r«� u¢u u�� Y ¤¨u­�¦�¯°«���¸r�|�¤��­���§#¦�­

(←, x] =
∑

z̃∈(←,K(x)]

z̃, x ∈ X .

¶ ·r¦�§#¦���¨
x ∈ A

�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£��|�¤��¿u ©·rÂ¤Ã���§¢�;�|�¤��§#¦���Â¤Ã���§· ¾¢Y§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦
A ⊆ X ¸¦�¡³·r�

y � (�)x, y ∈ A.

Ê
�¤��¿u ©·rÂ¤Ã���¬ » ·r¦�§#¦���¨�¸±¢u u u¿¤¥�¦1�� u¢u ¤­¼£�¸©��¦1£�¢©·|£�¦�¨u¡�£C¦³¶r����¡�¨±¢u¦�����¹¾§¾�!�x uª���¦�¦¤¸¤¦�¡³·r� xÆ)�|�¤��¿u ©·rÂ¤Ã���¬ » ·r¦�§#¦���¨ A ⊆ X ¸°¨u �¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂ�¢u¡�¦³Ä��|�¤��¿u ©·rÂ¤Ã���Ä » ·r¦�§#¦���¨u u¢)§#�� ©®ºC¦�¡�¨u¢±�
A
¦�¡�¨uÂ

K(x)∩A
� 	 �|��·r u����ª��� u¦A¯��¤§#¦�ª|�¤����¦�¡���­|�¤¢u¦³¶�·r��¢u 0¶�·|£W�|�¤��§#¦���Â¤Ã�¦��� 

» ·r¦�§#¦���¨¤����Ç	 u��£�¨u��¦C§��¤«¼¡���§���·rÂu�� u�� ´�;§#������§���·rÂu�� u�� w » ·r¦�§#¦���¨©��¢�¡³·|´�ª|�¤¦Y ©¨u�� ¤Ã�¦³®
����£P��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£�¡� u¢u�|��¶%�¤¦�¨�¡��� u��£�¨u��¦�§/�|�¤��¿u ©·rÂ¤Ã�¦��� 9�;�|�¤��§#¦���Â¤Ã�¦��� w » ·r¦�§#¦���¨¤���

/10^¸ ¹�81698147816969º»;)¼�½ 69¾9¿9>9816­À7Á�º
Ç)´u¡�¨uÂ

(X ,≤)
ÆJª|�¤¡�¨u��ª��� W´��� u­±£�¶r uª�¦����� u¦0§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u ��

ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED å�Âu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp
µ : X → R

JEU�VXWZYXU[OPHC\^]�RtLNJ�LNHCLNJEJEWrR³�£\2L�LNHKi
Y�OPHC\PHCY�OPJEJ�L2©�Y�L2VjhwU[\PHKU�Ä ª QqR¥Qwp�Q­�!��WZYXU�Ä ª QqR���_�L1_�Lohl]E`�g!��©ZO2\£p�Q�`Ppl]�_�h�LNQlV�Y�L^p��!i
JEWr®

x, y ∈ X
x < y =⇒ µ(x) < (>) µ(y).

� �u�æ�u�� 
Ç)´±¡�¨uÂY¨u¦���¦�­�Â

(X ,�)
ÆP§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u W¡
��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£�§#���



� ~ ��� ���|�������u���������

ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED±�ÅÂu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp
µ : X → R

JEU�VXWZYXU[OPHC\^]ÆRtLNJ�LNHCLNJEJ�W�RÇ�£\2LNi
LNHCY�OPHC\PHCY�OPJEJ�L2©1Y�L2VjhwU[\PHKU�Ä ª QqR+Qwp�Q°�!��WZYXU�Ä ª QqR���_�L�_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQEÄ�©¦O2\£p�Q¯`epl]
_�hkLNQlV�Y�L^pE�wJ�W�®

x, y ∈ X

x � y ⇐⇒ µ(x) ≤ (≥) µ(y).
� �u�æ� ~  

Ê
�¤�� u§#����§¾¸�ª�¨u � ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦Y��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£=�� u­� �ºY¶%�¤¦�¨��|� X  ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦ » «�¢u��®¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨u� ∼ �%Ç	 u��£�¨u�� �¸rª�¨u P«��©ºY¶r u§�´�§# u�� ¤¨u u���� u§�´H½	´���«�È��� u�|��·|´ µ : X → R¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´u¦�¨=§# u�� ¤¨u ¤����¹¾¬x�; ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� �·r����¦�¬��� u�� 5�� u­¼£�¶r«��m�|� X̃  
½	´���«�È��� ©®�|��·
µ̃ : X̃ → R

¸|¯���¶%�¤����¹¾¬��|�W½0�¤«�¨u u­�® ��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u¦ X̃ � µ(x) = µ̃(K(x)), x ∈ X ¸�Ð¶r¦
K
ÆP«��¤�� u����ª�¦�¡�«¼ u¦0 ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦ X ¢W½0�¤«�¨u u­�® ��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨u¢u  X̃ �ë��¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Á��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹¾¬�½)´���«�È��� u�|��·

µ : X → R
���
·|£

x, y ∈ X �� ©·r �ºJ��§
x ≺µ y

¸
x ∼µ y

¸
x �µ y

¢/¡³·|´�ª|��£�Ä
µ(x) < µ(y)

¸
µ(x) = µ(y)

¸
µ(x) > µ(y)

¸
¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u¦����� ���Ê	¦�¨u­�´°¶r�� W´�¿u¦³¶r��¨uÂu¡µ£m¢C¨u u§¾¸|ª�¨u W ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦

x �µ y ⇐⇒ x ≺µ y
��·r�

x ∼µ y
� �u�æ���! 

�� ©·r�� ý�`¨u­|�¤��¯°��¨u��¢u�� ��)�|�©¯° u¢u¦�§ ¦��� Á ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§ ��­�¦³¶r�� uª�¨u¦°����£�¸)�� u­� �ºY¶r¦�����¹¾§
½	´���«�È��� u�|��·r u§

µ
�E���©«���§8 u¿¤­|�©¯° u§¾¸|¡���­|�¤¢u¦³¶�·r��¢u 

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜÎ}ED±Èz²1�w\PHK�
µ : X → R É _�hkLNQlV�Y�Lop��!JEW��dn��!JEg!ÃEQ�LNJEUcp m�Ê L��j`�U�{Ë m Ë[ÌP�7VXU�`�U[OPH5LNHKJ�LNMCOPJEQ�Os_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQq]l©rU µ

]�Y2pl]�OPHC\^]­Y�L2VjhwU[\PHKU�Ä ª QqR¥LcHCJEL�\PQEi
HCO{p��!J�L �µ m
Ç	 Y¯���¶%�¤���� u§�´H½	´���«�È��� u�|��·|´

µ
§# �ºJ�� J�¤�|��·r u����ª��� J u��­�¦³¶r¦³·r��¨uÂP ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦���­�¦³¶�®

�� uª�¨u¦�����£�¸r ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� P«¼ ¤¨u u­� u�� 
µ
 u«��©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡µ£H´�¿¤¹¾¢±�¤²*¥���§¾�

Ç)´±¡�¨uÂ
µ : X → R

Æ���¦�«¼ ¤¨u u­�¹¾¬�½	´���«�È��� u�|��·�¡� u¿©·%�¤¡�¨uÂu²Ï¯°�|��ª�¦�����¬
A = µ(X ) ⊆

R
¸��

f : A → R
Æ5¡�¨u­� u�� �¢u ¤¯°­|�¤¡�¨©�¤²*¥C�©£Ï½	´���«�È���£���Å)��­�¦³¶r¦³·r��§!½	´���«�È��� u�|��·

ν¢u¹¾­|�©ºC¦�����¦�§
ν(x) = f(µ(x)), x ∈ X .

� �u�æ�°íw 
Å)ª�¦�¢u��¶r�� W¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°¦
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜÎ}ED }¼{ÍÂu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp�W

µ
Q

ν
©7\2Yc]lVXU�JEJEWZO�\2L�LNHKJ�LNMCOPJEQ�OSRÎ�£Ë m Ë2Ï���\2L\PHuhkL��eL7Y�L2VjhwU[\PHKU�Ä ª OP�@n��!JEg!ÃEQ�OP� f

©�_�LohkLcbx`�U�Ä=HGLN`�J�LuQ HCL¨bdO¨LNHKJ�LNMCOPJEQ�OI_�hkOP`�i
_�LNvqHCOPJEQq]�JEU X m
Ç	­�¦³¶r¡�¨¤�¤¢©·|£�¦�¨8¯°�|��ª���¨u¦³·rÂu��¹A¬Z����¨u¦�­�¦�¡]¨©�¤«�ºC¦=­�¦�Ã�¦�����¦] u¿u­|�©¨u�� u¬N¯���¶%��ª����¾�� 

¯���¶%�¤���� u§�´8�|� X  ¤¨u�� ¤Ã�¦�����²���­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£'�� u¡�¨u­� u��¨uÂ/�|� X ½	´���«�È��� u�|��·�¸(§# ©®
�� ¤¨u u����¹¾¬Î ¤¨u�� u¡���¨u¦³·%Âu��  » ¨u u�� � ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£/��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£��#ë�¦�Ã�¦�����¦ » ¨u u¬Ï¯���¶%��ª��
¿¤´�¶r¦�¨Y�� °¶r­� u¿u�� C­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�©¨uÂu¡µ£�¢C¡³·r¦³¶|´�²*¥���ÄH�Ð·%�¤¢±��Ä��|÷r¶r¦�¡�ÂCºC¦)¡�½	 u­�§�´�·r��­�´u¦�§



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ���

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜÎ}ED }r}Ð²1�w\PHK�
(X ,�) É RaJ�LcbdO2\PHCY�L�\�_�h�OP`�_�LNvqHCOPJEQq]qRaQ mÒÑ \{p�Qn�U�g!HCLohxif_�hkLN\PHuhqU�JE\PHCY�L X̃ _�L´LNHKJ�LNMCOPJEQEÄ�|�gwYXQ�YXUcpkOPJEHKJ�L�\PHKQl©¦_�LohkLcbx`XOPJEJ�L^Ra�

_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQ�O{R � ©�_�Lohl]E`�gwL�Y�L _�LN`XLN��J�LfJ�OPgwLNHCLohkLjRa�9_�LN`2RaJ�LcbdO2\PHCYX��Y R
©�HCL \P�!i

ª O2\PHCYX�wOPHÓ�£OP`�QEJ�\PHCY�OPJEJEW��°\@HCLNvqJ�L�\PHK�!Ä�`XL�\PHuhkL��eL9RtLNJ�LNHCLNJEJEWr®°_�hkO2LN�^hwU�V�L�YXU�i
JEQE���fn��!JEg!ÃEQ�LNJEUcp

µ = µ� : X → R
©§RtLNJ�LNHCLNJ�JEW���LNHKJ�L�\PQEHCO{p��!J�L � m

��Þ��	Üw��Þ�â�t�Üð}ED }�z�FI`�QEJ�g2h�QEHCO£h�QE��_�Lohl]E`�gwL�Y�L��eLt_�LN`XLN��Qq]fp�QEJ�OP�EJ�L7�!_�Lohl]E`XLNvlOPJEJ�LNi
�eL1RaJ�LcbdO2\PHCYXU�Q

R
_�h�Q�Y�OP`XOeJ´Yf_�hkOP`epkLcbdOPJEQEQ�Ë mÕÔ!m

Ç)´±¡�¨uÂ
µ1, ..., µn

ÆP½	´���«�È��� u�|��·r¹!�|� X ¸r«��©ºY¶r¹¾¬m��¯�«¼ ¤¨u u­�¹(Ä�����¶|´�È���­�´u¦�¨�¡�¢u u¦ ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦*��­�¦³¶r�� uª�¨u¦��|��£J�|� X �wÖ	�� u�Ð¶%�	�� ©·r¦�¯°�� 0­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­�¦�¨uÂ�YNV�Y�OPMCOPJEJEW��
½	´���«�®È��� u�|��·
µ(x) = w1µ1 + · · ·+ wnµn,

� �u�æ���[ 
�Ð¶r¦�¢u¦�¡� u¢u¹¾¦�«¼  » ½
½
��È���¦���¨u¹ w1, · · · , wn

¢u¦�¥�¦�¡�¨u¢u¦�����¹
��×�´���«�È��� u�|��·
µ
�� u­� �ºY¶%�¤¦�¨

�� u¢u u¦� ©¨u�� ¤Ã�¦�����¦(��­�¦³¶r�� uª�¨u¦��|��£�¸�«� ¤¨u ¤­� u¦�§# �ºC¦�¨* u¿©·%��¶%�©¨uÂ*¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�¤§#��¸� ¤¨u¡�´¼¨±¡�¨±¢¤´±®
²*¥���§#�H´���¡ÐÄ± �¶r��¹(ÄH½	´���«�È��� u�|��·r u¢��
Ç)´±¡�¨uÂ X £|¢�·|£|¦³¨u¡µ£0¢u¹¾��´�«�·r¹¾§m�� �¶r§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u u§�·r����¦�¬��� u�� ���­� u¡�¨u­|�©��¡�¨±¢±�����x u�Ð¶%���§#¦�¦�¨J¡�§#¹¾¡³·5¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°¦

ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED } ú Âu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp
µ
©�VXU�`�U�JEJEW��KJEUuYXWZ_��wg�pkL^R�RaJ�LcbdO2\PHCY�O X J�OPgwLNiHCLohkL��eL�p�QEJ�OP�EJ�L��eLØ_�hkL�\PHuhwU�J�\PHCYXU�©�JEU�VXWZYXU[OPHC\^]¥YXW�_E�!g�p�WrRÙ�£Y�L��jJE�!HKWrRu©Kp�QEJ�OP�Ei

JEWrR��N©IO2\{p�Q´`Ppl]�_�hkLNQlV�Y�Lop��!JEWr®
x, y ∈ X Q�_�hkLNQlV�Y�L^p��!J�L��eL

α ∈ [0, 1]
YXW�_�Lop�Jq]�OPHC\^]

�w\{pkL�YXQ�O
µ(αx + (1− α)y) ≤ (≥, =) αµ(x) + (1− α)µ(y).

/10SÚ Û¯;=Ü1;=Ý­Þ'½ ß981ÝC?Kà�81á9;=696981â·8Óãx698säå;¨Þ�47Ü¦À
Ç)´u¡�¨uÂ

(X ,≤)
ÆJª|�¤¡�¨u��ª��� W´��� u­±£�¶r uª�¦����� u¦0§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u ��

ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED }±ÿ¥yZO2Y�O£hk\PQ�YXJEWrR.LNHCLN�^hwUXbdOPJEQ�O{R.Qwp�Q�hkO2Y�O£hk\2LjR
s
�!_�Lohl]E`XLNvlOPJEi

J�L��eLCRaJ�LcbdO2\PHCYXU
(X ,≤)

JEU�VXWZYXU[OPHC\^]�YNVXU�QqRaJ�LNi{LN`�J�L2V�JEU�vqJ�L�O LNHCLN�^hwUXbdOPJEQ�O X JEU
\2OP�2]l©ILN�^p�U�`�U�Ä ª O2OK\{pkOP`��!Ä ª QqR»\2Y�LN��\PHCY�L^R¥RtLNJ�LNHCLNJEJEL�\PHKQkæ

x < y =⇒ s(x) > s(y).
� �u�æ���! 

ÚHw�tr�	Ü¼w!}ED }�öz²1�w\PHK� X = R
n ©uU ≤ É O2\PHCO2\PHCY�OPJEJEW���_�Lohl]E`XLNg�Y R

n ©uHCL­O2\PHK��©`Ppl]
x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ R

n

x ≤ y ⇐⇒ x1 ≤ y1, ..., xn ≤ yn.



�°í ��� ���|�������u���������

Ê L��j`�U `Ppl]­p�Ä=�XL��eL a ∈ R
n LNHCLN�^hwUXbdOPJEQ�O

sa(x) = 2a− x, x ∈ R
n

]�Y2pl]�OPHC\^]�hkO2Y�O£hk\2L^R m�ç vqU[\PHKJ�L�\PHKQl©·_�h�Q a = 0
_�L^p��!vqU[O{R5g!U�J�LNJEQEvlO2\Pg!QE�fhkO2Y�O£hk\

s(x) = s0(x) = −x, x ∈ R
n.

ÚHw�tr�	Ü¼w!}ED }q�z²1�w\PHK�
X É J�OPgwLNHCLohkL�OCRaJ�LcbdO2\PHCY�L2©7U X = 2X É \2L�Y�Lcgw�!_EJEL�\PHK�Y�\2O^®�O2�eLC_�LN`2RaJ�LcbdO2\PHCYN©·�!_�Lohl]E`XLNvlOPJEJEUN]�_�LCYXg�p�Ä=vlOPJEQEÄ muÊ L��j`�U

s(x) = xc, x ∈ X � �u�æ��é[ 
]�Y2pl]�OPHC\^]�hkO2Y�O£hk\2LjR�JEU

2X ©a�j`XO xc = X \ x
LN�XL2VXJEU�vlOPJ�L�`XLN_�Lop�J�OPJEQ�OfRaJ�LcbdO2\PHCYXU

x ⊆ X m
Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸(ª�¨u =¶�·|£8¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢u u¢±�©����£Á­�¦�¢u¦�­�¡��]§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u  X ¶r ©·|ºJ�� = u¿©·%��¶%�©¨uÂ

��¦�«¼ ¤¨u u­� u¬8¡���§#§#¦�¨u­���¦°¬��Z���¤«�¸��|�T§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u¦��|�©¨¤´�­|��·rÂu��¹(Ä8ª���¡�¦³·Á��¦�¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´u¦�¨
���H °¶r�� u�� W­�¦�¢u¦�­�¡°���
��´�¶r¦�§`�|�©¯°¹¾¢±�©¨uÂ�­�¦�¢u¦�­�¡

s
\PQqRsRtOeH7hEQEvqJEWrR	¸�¦�¡³·r�

s(s(x)) = x, x ∈ X ¸�¨u �¦�¡�¨uÂ
s−1 = s

��ë�¦�¢u¦�­�¡�¹ ��¯m��­���§#¦�­� u¢¯� �u�æ���[ ³¸s� �u�æ���! �£�¢©·|£�²*¨u¡�£�¸� uª�¦�¢u��¶r�� �¸�¡���§#§#¦�¨u­���ª�®
��¹¾§#���*Ç	­���§#¦�­� u§j��¦�¡���§#§#¦�¨±­���ª��� u�� Á­�¦�¢u¦�­�¡°�Î¶�·|£`¡³·|´�ª|�©£ X = R

�;¡T u¿u¹¾ª���¹¾§
�� u­±£�¶r«� u§S�|�Y§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦0¢u¦�¥�¦�¡�¨u¢u¦�����¹1Ämª���¡�¦³·è 1§# �ºC¦�¨W¡³·|´¼ºJ��¨uÂW ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦

s(x) =
{−x, x < 0

¸
−x/2, x ≥ 0

�
¶ ¨u ¤¨J­�¦�¢u¦�­�¡0��¦	£�¢©·|£�¦�¨u¡�£m¡���§#§#¦�¨u­���ª���¹A§¾¸r�� u¡�«¼ ©·rÂu«�´u¸r�|�¤��­���§#¦�­

s(s(1)) = 1/2
�

Ê
�H��¦�«� ¤¨u u­�¹(Ä]´��� u­¼£�¶r uª�¦�����¹(ÄÏ§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±��Ä]¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´�²*¨5¨u ©·rÂu«� �¡���§#§#¦�¨u­���ª�®
��¹¾¦0­�¦�¢u¦�­�¡�¹	�
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜÎ}ED }�å¢²1�w\PHK�

(X ,≤) É gwLNJ�OPvqJ�L�O=p�QEJ�Oe�EJ�L1�!_�Lohl]E`XLNvlOPJEJ�L�OsRaJ�LcbdOPi\PHCY�L m¨Ê L��j`�U JEU (X ,≤)
\P� ª O2\PHCYX�wOPHÅOe`�QEJ�\PHCY�OPJEJEW��ChkO2Y�O£hk\j©§]�Y2pl]EÄ ª QE��\^]�g HCLjRa�bdO¦\PQqRsRtOPHuh�QEvqJEWrR m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp���Ç)´u¡�¨uÂ |X | = n
��÷��¤��´�§#¦�­�´u¦�§ » ·r¦�§#¦���¨u¹ X = {x1, ..., xn}

¢��� ©®
­±£�¶r«�¦
¢u ¤¯°­|�¤¡�¨©�¤����£��

x1 < ... < xn.�x u�Ð¶%�] ¤¨u u¿u­|�©ºY¦�����¦
s(xk) = xn+1−k, k = 1, ..., n

¯���¶%�¤¦�¨/­�¦�¢u¦�­�¡¤¸1��­���ª�¦�§ø·r²�¿¤ u¦
¶r­�´��� u¦	¢¤¯��¤��§#�� ©®  °¶r�� ¤¯°�|��ª��� u¦) ¤¨u u¿u­|�©ºY¦�����¦	��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢u��§# Y¢�¢u��¶r¦)«� u§#�� ¤¯°��È����

p ◦ s­�¦�¢u¦�­�¡°�
s
¡=��¦�«¼ ¤¨u u­� u¬`��¦�­�¦�¡�¨¤�¤�� u¢u«¼ u¬

p
�|� X ¸1¨©�¤«`ª�¨u ý ©¨u u¿u­|�©ºY¦�����¦ p ◦ s

��¦



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ���

´�¶r u¢©·r¦�¨u¢u u­±£�¦�¨@� �u�æ���! ³�[���¤«���§= u¿u­|�©¯� u§¾¸u­�¦�¢u¦�­�¡
s
¦³¶r����¡�¨u¢u¦���¸��	¦��� 
¡���§#§#¦�¨u­���ª|�� u¡�¨±Â

 uª�¦�¢u��¶r�|��� �Ê
��ª|�¤¡³¨u��ª��� �´��� u­¼£�¶r uª�¦�����¹(ÄT§��� �ºC¦�¡�¨u¢±��Ä�¸%¶%�©ºY¦�«¼ u��¦�ª���¹(Ä�¸�¢u ¤¯°§# �ºJ�� P¡�´¼¥�¦³®
¡�¨u¢u u¢±�¤����¦W��¦�¡�«¼ ©·rÂu«���Ä]¡���§#§#¦�¨u­���ª��|¹(ÄÏ­�¦�¢u¦�­�¡� u¢����
·|£=��·�·r²�¡�¨u­|�¤È��|�Ï­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§
§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u 

X = {x, y} ¸�¡� u¡�¨u �£�¥�¦�¦P��¯W¶r¢¤´±Ä » ·r¦�§#¦���¨u u¢�¸��Ïª|�¤¡�¨u��ª��� m´��� u­±£�¶r uª�¦���®�� u¦C§��� �ºC¦�¡�¨u¢u 
(2X ,⊆)

���	­� u§#¦C¡�¨©�¤��¶%�¤­�¨u�� u�� m­�¦�¢u¦�­�¡°��� �u�æ��é[ ��|� » ¨u u§`§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦
¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´±¦�¨P¦�¥�¦0­�¦�¢u¦�­�¡

t
¸�¯���¶%�¤¢±�¤¦�§#¹¾¬H¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£�§#�

t(∅) = X, t(X) = ∅, t({x}) = {x}, t({y}) = {y},
«¼ ¤¨u u­�¹¾¬H¨u �ºY¦)£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£H¡���§#§#¦�¨u­���ª��|¹¾§¾�
Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸�ª�¨u � u¿u­|�©¯�����¨u¦�­�¢±��·%�P��­��5­�¦�¢u¦�­�¡���¢u�� u§' ¤¨u u¿u­|�©ºC¦������m£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£5����®

¨u¦�­�¢±��·r u§¾¸|¢Wª|�¤¡�¨u�� u¡�¨u��¸
s([x, y]) = [s(y), s(x)]

�

s((←, x]) = [s(x),→).
� �u�æ��ó! 

÷���¶%�¤����¦C­�¦�¢u¦�­�¡°���|�J·r����¦�¬��� H´��� u­±£�¶r uª�¦����� u§`§#�� �ºY¦�¡³¨u¢u¦Y����¶|´�È���­�´±¦�¨��|����¦�§
¡�¨u­�´�«�¨u´�­�´u¸r«� ¤¨u u­|�©£� u����¡°�¤�|�Y¢Y¡³·r¦³¶|´�²*¥C¦�§Á��­�¦³¶�·r �ºC¦��������
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜÎ}ED }q�z²1�w\PHK�

(X ,≤) É p�QEJ�OP��J�L��!_�Lohl]E`XLNvlOPJEJ�L�O�RaJ�LcbdO2\PHCY�L2© s ÉJ�OPgwLNHCLoh�W�� hkO2Y�O£hk\1JEU
(X ,≤) m¨Ê L��j`�U

X = X− + X0 + X+,
� �u�æ���! 

�j`XO

X− = {x ∈ X | s(x) > x},
X0 = {x ∈ X | s(x) = x},
X+ = {x ∈ X | s(x) < x},

_�h�QEvlOSR
x− < x0 < x+

_�h�Q�Y�\2O^®
x− ∈ X−, x0 ∈ X0, x+ ∈ X+

� �u� ~ ù! 
Q

s(X−) = X+, s(X0) = X0, s(X+) = X−.
� �u� ~ �� 

ê�J�LcbdO2\PHCY�L X0

\2LN`XO£hEbxQEHÍJ�Ot�XL^pkO2O�LN`�J�L��eL¦|^pkOSRtOPJEHKU m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp���î(¢u��¶|´Î·r����¦�¬��� u¬ý´��� u­±£�¶r uª�¦����� u¡�¨u�'§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±�

(X ,≤)
¡���­|��®

¢u¦³¶�·r��¢u u¡�¨uÂÁ­|�©¯°¿u��¦�����£»� �¤�æ���! ���¦��� u¡�­�¦³¶r¡�¨±¢u¦����� '¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨N��¯Î u��­�¦³¶r¦³·r¦�����£!§#�� ©®
ºC¦�¡�¨u¢ X−,X0,X+

�q~#¡³·r� X0
¡� °¶r¦�­¼ºJ��¨0¶r¢±�0­|�©¯�·r��ª���¹(Ä » ·r¦�§#¦���¨©��¸��|�¤��­���§#¦�­�¸ x < y

¸



��� ��� ���|�������u���������

¨u m¡W��¦� u¿°Ä¼ °¶r��§# u¡�¨uÂu²
s(x) < s(y)

¸�ª�¨u m��­� ¤¨u��¢u u­�¦�ª���¨�� �u�æ���! ³��Å)¡�¨¤��·r u¡�Âm�� u«��©¯��©¨uÂ
¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£�� �u� ~ ù! ³¸�� �u� ~ �� ³�
Ç	­�¦³¶r�� ©·r �ºJ��§]¡��|��ª|��·%��¸¼ª�¨u  X0

¡� u¡�¨u u��¨C��¯� �¶r�� u��  » ·r¦�§#¦���¨¤� x0

��Ç	 u«��©ºY¦�§¾¸±ª�¨u 
X− = (←, x0)

��Ç)´±¡�¨uÂ
x
Æ/��¦�«¼ ¤¨u u­�¹¾¬ » ·r¦�§#¦���¨ X− ¸�¨u Ï¦�¡�¨uÂ s(x) > x

��~#¡³·r�Á¿u¹
¢u¹¾�� ©·r��£�·r u¡�Â

x > x0

¸�¨u 5¢u¢u��¶|´]§# u�� ¤¨u ¤���� u¡�¨u�
s
¿u¹(·%�m¿u¹É¡���­|�¤¢u¦³¶�·r��¢u 5È�¦��� uª�«��

��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢
s(x) < s(x0) = x0 < x

¸�ª�¨u m��­� ¤¨u��¢u u­�¦�ª���¨5��­�¦³¶r�� ©·r �ºY¦�����²
x ∈ X−

�
Ç	­�¦³¶r�� ©·r �ºY¦�����¦

x = x0
¨¤�¤«�ºC¦(��­���¢u °¶r��¨)«���­� ¤¨u��¢u u­�¦�ª���²�¸¤��  » ¨u u§�´ x ∈ X−

¢©·r¦�ª�¦�¨
x < x0

�uÇ)´u¡�¨uÂ
¨u¦���¦�­�Â
x < x0

�u¢u¢u��¶|´�§# u�� ¤¨u u���� u¡�¨u�
s
��§#¦�¦�§

s(x) > s(x0) = x0 > x
¸

¨©�¤«mª�¨u 
x < x0

¢©·r¦�ª�¦�¨
x ∈ X−

�E���¤«���§S u¿u­|�©¯° u§¾¸�¶r¦�¬�¡�¨u¢u��¨±¦³·rÂu�� �¸
X− = (←, x0).

� �u� ~u~  
	 �|��·r u����ª���¹¾¦0­|�¤¡�¡�´¼ºY¶r¦�����£m��­���¢u °¶|£�¨J«���­�¦³¶r¡�¨¤�¤¢©·r¦�����²

X+ = (x0,→).
� �u� ~ �! 

Ö)¯9� �u� ~u~  ³¸§� �u� ~ �! ¾��¦��� u¡�­�¦³¶r¡�¨±¢u¦����| �¡³·r¦µ¶|´±¦�¨�� �u� ~ ù! ³¸%�J��¯C�� u¡³·r¦³¶r��¦��� �¸�¡0´�ª�¦�¨u u§N§# ©®
�� ¤¨u u���� u¡�¨u�d� �u�æ���! ³¸�¢u¹1¨u¦�«��¤¦³¨

s(X−) ⊆ X+
¸
s(X+) ⊆ X−

��î(¢u��¶|´Ï¢©¯��¤��§#�� u¬/ °¶r�� ©®
¯°�|��ª��� u¡�¨u�

s
�� u¡³·r¦³¶r����¦0¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u��¹»� �u� ~ �� ³�

Ç)´±¡�¨uÂP¨u¦���¦�­�Â X0 = ∅ ��÷��¤½
��«¼¡���­�´±¦�§Á��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹¾¦ » ·r¦�§#¦���¨u¹ x− ∈ X−, x+ ∈
X+

��Ç	­�¦³¶r�� ©·r �ºC¦�����¦
x− > x+

¢�·r¦�ª�¦�¨)�� A u��­�¦³¶r¦³·r¦�����² X−, X+

È�¦��� uª�«�´
��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢
s(x−) > x− > x+ > s(x+)

¸�«� ¤¨u u­|��£H��­� ¤¨u��¢u u­�¦�ª���¨P§# u�� ¤¨u u���� u¡�¨u�
s
�rÇ	­�¦³¶�·r �ºC¦�����¦

¶r u«��©¯��¤�� �� �Å�¨u§#¦�¨u��§S¯�¶r¦�¡�Â�¸�ª�¨u Y§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±� X−, X+, X0

§# u��´¼¨Y¿u¹1¨uÂC��­�¦³¶r¡�¨¤�¤¢©·r¦���¹`¢C¢u��¶r¦
X− =

⋃

x∈X−

(←, x], X+ =
⋃

x∈X+

[x,→), X0 =
⋂

x∈X−, y∈X+

(x, y),

��¸|«�­� u§#¦	¨u u�� �¸
X−

⋃
X0 =

⋂

x∈X+

(←, x), X+

⋃
X0 =

⋂

x∈X−

(x,→).

÷��¤§#¦�¨u��§ø¨©�¤«�ºC¦¤¸�ª�¨u Î­|�©¯°¿u��¦�����¦�� �u�æ���! C�� ]¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´ý u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨/¡�¦�ª�¦�����£ X ��x uª���¦�¦¤¸�¦�¡³·r� X0 = {x0}
¸¼¨u �¢u ¤¯°����«��¤²*¨0¶r¢±�0¡�¦�ª�¦�����£�¸�¢� °¶r�� u§Î��¯�«� ¤¨u u­�¹(Ä X−+X0£�¢©·|£�¦�¨u¡�£8����ºJ����§Í«�·%�¤¡�¡� u§¾¸�� X+

ÆÏ¢u¦�­uÄ�����§=��¢5¶r­�´��� ¤§�¡�¦�ª�¦������ý����ºJ����¬S«�·%�¤¡�¡
��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·r¦°�]§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u u§ X− ¸���¢u¦�­uÄ�����¬5Æm§#�� �ºY¦�¡³¨u¢u u§ X0 + X+

��~#¡³·r�TºC¦C§#�� ©®
ºC¦�¡�¨u¢u  X0

��´u¡�¨u �¸r¨u W­�¦�¢u¦�­�¡	¯���¶%�¤¦�¨J¦³¶r����¡�¨u¢u¦����� u¦�¡�¦�ª�¦�����¦ X = X− + X+
�

/10£ë ìT;=Ý98¨? 47698�Þ�4769º»;�Ý­À1Þ�ß9Ý9;·à�;�Á�;=69>@?Ó>í81î181î1ï<;¨6969º»;
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Ç)´u¡�¨uÂ
(X ,B)

ÆT��¯°§#¦�­���§# u¦���­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u ���÷���¶%�¤¢±�©£Ï�|� B ��­� u��¯°¢u ©·rÂu��´�²,¢¤¦�­� �£�¨©®�� u¡�¨u��´�²!§#¦�­�´
P
¸�§# �ºJ�� ��� u¡�¨u­� u��¨uÂW¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u¦
��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u 

(X ,B, P )
�|Å)¿u ©®



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ��é

¯°�|��ª���§ P ¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂ0¢u¡�¦�¢u ¤¯°§# �ºJ��¹(ÄC¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹1ÄW­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬J�|� (X ,B)
�

�
·|£C¶%��·rÂu��¦�¬�Ã�¦��� ��|�¤§=¨u­�¦�¿¤´±¦�¨u¡µ£P�� u��­�´¼¯°��¨uÂ P ¢0�� °¶�Ä± �¶|£�¥�¦�¦¾·r����¦�¬��� u¦*��­� u¡�¨u­|�¤��®¡�¨u¢u �¸|«H�� u¡�¨u­� u¦�����²Ö«� ¤¨u u­� u�� Y¨u¦���¦�­�ÂJ����­���¡�¨¤´�����§¾�
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED }qÈÅÂu�!JEg!ÃEQq]9RaJ�LcbdO2\PHCYXU

L : B → R
JEU�VXWZYXU[OPHC\^]

σ
i£U�`�`�QEHKQ�YXi

J�LN�l©sO2\{p�Q�`Ppl]�_�hkLNQlV�Y�L^p��!J�LN��J�OC�XL^pkO2OfvlOSRÍ\PvlOPHKJ�LN��\2L�Y�LNg!�!_EJ�LN\PHKQ�J�OP_�O£hkO2\2OPg!U�Ä=i
ª Qq®�\^]�RaJ�LcbdO2\eHfY Bi ∈ B, i = 1, 2, ...

YXWZ_EL^p�Jq]�OPHC\^]�\2L�LNHKJ�LNMCOPJEQ�O

L

(
∞∑

i=1

Bi

)
=
∞∑

i=1

L (Bi) .

�
·|£
B ∈ B  u¿u ¤¯°�|��ª���§ ∆(B)

¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂH¢u¡�¦�¢u ¤¯°§# �ºJ��¹(Ä5«¼ u��¦�ª���¹(Ä=­|�©¯°¿u��¦�����¬
δ = {B1, ..., Bn}

§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±�
B
¸�¨u Î¦�¡�¨uÂ�¸(�|�¤¿u u­� u¢Ï��¦���¦�­�¦�¡�¦�«��¤²*¥���Ä±¡µ£'§#�� �ºC¦�¡�¨u¢

Bi ∈ B, i = 1, ..., n
¨©�¤«���Ä�¸rª�¨u 

n∑

i=1

Bi = B.

�
·|£�½
��«�¡���­� u¢±�¤���� u�� W­|�©¯°¿u��¦�����£
δ = {B1, ..., Bn}

��¯
∆(B)

 u¿u ¤¯°�|��ª���§

VLδ(B) =
n∑

i=1

|L(Bi)|.

ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED9z|{ ç Ueh�QEU�ÃEQEOP����QlVcRtOPJ�OPJEQ�OSR��Cn��!JEg!ÃEQEQ9RaJ�LcbdO2\PHCYXU L
JEU�RaJ�LNi

bdO2\PHCY�O
B ∈ B JEU�VXWZYXU[OPHC\^]

VL(B) = sup
δ∈∆(B)

VLδ(B).

ç vqU[\eHCJEL�\PHKQl©·_�Lop�JEUN]´YXUeh�QEU�ÃEQq] L
O2\PHK�

VL = VL(X ).

ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED9z�}GFI�XLN� ª OPJ�J�LN��RtO£hkLN�´JEU (X ,B)
JEU�VXWZYXU[OPHC\^]

σ
i¨U�`�`�QEHKQ�YXJEUN]

n��!JEg!ÃEQq]­RaJ�LcbdO2\PHCYXU JEU B ©·QqRtOPÄ ª UN]�gwLNJ�OPvqJE�!Ä¢_�L^p�JE�!ÄzYXUeh�QEU�ÃEQEÄsæ VL <∞ m
Å)¿u ¤¯°�|��ª���§ L ¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂW¢u¡�¦³Ä� u¿u u¿¤¥�¦�����¹(Ä�§#¦�­��|� (X ,B)

��î(¢u �¶|£�¢ L ¦�¡�¨u¦³®¡�¨u¢u¦�����¹¾¦� u��¦�­|�¤È����H¡³·r �ºY¦�����£ » ·r¦�§#¦���¨± u¢ L1, L2 ∈ L

(L1 + L2)(B) = L1(B) + L2(B), B ∈ B,

��´�§#�� �ºC¦�����£ » ·r¦�§#¦���¨¤� L ∈ L �|�Y¢¤¦�¥�¦�¡�¨±¢u¦����� u¦�ª���¡³·r  a ∈ R

(aL)(B) = aL(B), B ∈ B,

��­�¦�¢u­|�©¥C�¤¦�§ L ¢m·r����¦�¬��� u¦���­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨u¢u ���Ê	¦�¨u­�´°¶r�� T¯��¤§#¦�¨u��¨uÂ�¸�ª�¨u  VL
¯���¶%�¤¦�¨T¢

» ¨u u§8��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u¦��� u­�§�´
‖L‖ = VL,



��ó ��� ���|�������u���������

 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� �«� ¤¨u u­� u¬ L £�¢©·|£�¦�¨u¡�£0¿±�¤�|��Ä± u¢u¹¾§¾� �  u¢u u«�´����� u¡�¨uÂ�¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹1Ä�­|�¤¡³®��­�¦³¶r¦³·r¦�����¬ P £�¢©·|£�¦�¨u¡�£m�� °¶r§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u u§ L ¸| u����¡�¹¾¢±�¤¦�§#¹¾§8´±¡³·r u¢u��£�§#�

P = {L ∈ L| L(B) ≥ 0, B ∈ B; VL = 1}.
Ê	¦�¨u­�´�¶r�� J¢u��¶r¦�¨uÂ�¸rª�¨u  P  u¿u­|�©¯�´u¦�¨J¢ L ¢u¹¾��´�«�·r u¦0§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u ��Ç)´±¡�¨uÂ F ⊆ P Æ�¢u¹¾��´�«�·r u¦��� °¶r§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u ���î(¢u¦³¶r¦�§Á�� u��£�¨u��¦�¢u¹¾��´�«�·r u�� �½	´���«�®È��� u�|��·%�Y�|� F �
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED9zrzÅÂu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp

µ : F → R
JEU�VXWZYXU[OPHC\^]­YXW�_E�!g�p�WrR}_�L=hwU[\P_�hkOPi

`XO{pkOPJEQ�Ä�©¨O2\{p�Q´`Ppl]�_�hkLNQqV�Y�L^p��!JEWr®
F,G ∈ F Q´_�hkLNQlV�Y�Lop��!J�L��eL λ ∈ (0, 1)

YXW�_�Lop�Jq]Ei
OPHC\^]�J�O£hwU[Y�OPJ�\PHCY�L

µ(λF + (1− λ)G) ≤ λµ(F ) + (1− λ)µ(G).
� �u� ~ íw 

×�´���«�È��� u�|��·
µ
�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£´Y�L��jJE�!HKWrRý�� �­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����|²�¸�¦�¡³·r�P¯°�|�¤«P��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢±�

¢�� �u� ~ íw 1¯��¤§#¦���¦��5�|�J��­� ¤¨u��¢u u�� ©·r �ºJ��¹¾¬�� ¡ HuhkL��eL	¢u¹¾��´�«�·r¹¾¬Ø�;¢u u����´¼¨u¹¾¬� �½	´���«�È���®
 u�|��·

µ
 u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨u¡µ£m¡
�� u§# ¤¥�Âu²»� �u� ~ íw (¡� W¡�¨u­� u����§ý��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u u§¾�

î(¢u¦³¶r¦�§ý¦�¥�¦)¶r¢±�C¨u¦�¡�¨u u¢u¹(Äm­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£��
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED9z ú y�U[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQ�O

P ∈ P J�U�VXWZYXU[OPHC\^]�YXWèhkLcbx`XOPJEJEWrRðY�HCLNvqgwO
x ∈ X ©aO2\£p�Q P ({x}) = 1 mrñ pq]�hwU[\P_�hkOP`XO{pkOeJEQq]l©1YXWèhkLcbx`XOPJEJ�L��eL�Y�HfLcvqgwO x

���!`XOSR
Q�\P_�L^p���V�L�YXU�HK�@LN�XL2VXJEU�vlOPJEQ�O

Wx m
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED9z�ÿ ñ pl]ØVXU�`�U�JEJEWr® x, y ∈ X Q

p ∈ [0, 1]
hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQ�OSR'òsO£h�i

JE��p!p�QxJEU�VXWZYXU[OPHC\^]d`XYX�!U�HCL^RaQEvlO2\PgwL�O@hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQ�O
Bx,y,p

æ
Bx,y,p({x}) = 1 − p

©
Bx,y,p({y}) = p m§ç vqU[\PHKJ�L�\PHKQl©¨O2\{p�Q X = R

©
x = 0, y = 1

©¨HCL
B0,1,p = Bp

_�hkOP`�i
\PHKU[Y2pl]�OPHÍ\2LN�XLN�´LN��W�vqJ�L�O¨hwU[\P_�h�OP`XO{pkOPJEQ�OtòsO£h�JE��p[p�Q m
/10^ó ÛÆÀ1Þ�ß9Ý9;·à�;�Á�;=69>@?�6­ÀG½ ß981ÝK?Kà�81á9;=6969ºGô'ãÐ6­8¨äå;¨Þ�47Ü¦À7ô
Ç)´u¡�¨uÂ

(X ,B)
ÆW��¯�§#¦�­���§# u¦	��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u �¸��P��´u¡�¨uÂY§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u  X ª|�¤¡�¨u��ª��� C´��� u­±£�®¶r uª�¦��� A��¦�«¼ ¤¨u u­�¹¾§� ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§��� u­±£�¶r«�� ≤ ¸�� B £�¢©·|£�¦�¨u¡�£
¿u u­�¦³·r¦�¢u¡�«� u¬ σ

® ��·r��¦�¿u­� u¬�¸
¨u H¦�¡�¨uÂ

σ
® ��·r��¦�¿u­� u¬�¸��� u­� �ºY¶r¦����� u¬T����¨u¦�­�¢±��·%�¤§#�]¢u��¶%�´� �u� ~  ¾Æ�� �u�ñ�[ ³����´�¶r¦�§`�|�©¯°¹(®

¢±�©¨uÂ	¨©�¤«¼ u¬W ¤¿���¦�«�¨C�!_�Lohl]E`XLNvlOPJEJEWrRzQlVcRtO£h�QqRaWrRd_�hkL�\PHuhwU�J�\PHCY�LjR	¸±�
σ
® ��·r��¦�¿u­�´ B Æ_�Lohl]E`�gwL�Y�LN�|�[×�´���«�È���¦�¬�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£

F = FP

¸�¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¥C¦�¬C­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����²
P ∈ P ¸��|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£m½	´���«�È���£m¢u��¶%�

F (x) = FP (x) = P ((←, x]), x ∈ X .
� �u� ~ �[ 



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ���

×�´���«�È���£N­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£'£�¢©·|£�¦�¨u¡�£�¸¾ uª�¦�¢u��¶r�� �¸1��¦� ¤¨u­���È|�©¨±¦³·rÂu�� u¬�¸¾��¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥�¦�¬
 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� Pª|�¤¡�¨u��ª��� u�� J�� u­±£�¶r«��Y�|� X � x < y

¢©·r¦�ª�¦³¨
F (x) ≤ F (y)

¸��

sup
x∈X

F (x) = 1.
� �u� ~ �! 

�
�©ºY¶r u¦=­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦Î�|�S´��� ¤­¼£�¶r uª�¦����� u§,��¯°§#¦�­���§# u§ ��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨u¢u¦Î °¶r�� ©®
¯°�|��ª��� 5 u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨=½	´���«�È���²j­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£�¸� °¶r�|�¤«� � u¿u­|�©¨u�� u¦¤¸x¢u u u¿¤¥�¦J�� u¢u u­¼£�¸
��¦�¢u¦�­��� �����¦�«¼ ¤¨u u­�¹¾§Î½	´���«�È���£�§Î­|�¤¡���­�¦³¶r¦µ·r¦°����£P§# �ºC¦�¨�¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨u¢u u¢±�©¨uÂC¿u ©·r¦�¦* °¶�®
�� u�� /¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u�� S­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����£��Aî,�� u¡³·r¦³¶r��¦�§4¡³·|´�ª|�¤¦5¯��©¨u­�´�¶r����¨±¦³·rÂu�� S��¡³®
�� ©·rÂ¤¯° u¢±�¤����¦Y½	´���«�È����Ï­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£Ï¢H«���ª�¦�¡�¨u¢u¦J�¤�|��·r��¨u��ª�¦�¡�«� u�� �����¡�¨u­�´�§#¦���¨¤���
��¡³·r u¢u��§#¡�£=�|��¯°¹¾¢±�©¨uÂ�´��� u­±£�¶r uª�¦�����¹¾¦W��¯°§#¦�­���§#¹¾¦W��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨u¢±��¸��|��«¼ ¤¨u u­�¹(ÄT¡�´±®
¥�¦�¡�¨u¢¤´±¦�¨�¢¤¯��¤��§#�� ©®  °¶r�� ¤¯°�|��ª��� u¦0¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u��¦C§#¦�ºC¶|´H¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹A§#�5­|�¤¡���­�¦³¶r¦³®
·r¦�����£�§#�N�Á½	´���«�È���£�§#�N­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�¸a_�hkL�\PHKWrRaQ|¸1�Á¢u¡�²1¶|´S¶%��·r¦�¦T¿¤´°¶r¦�§4­|�¤¡³®
¡�§��©¨u­���¢±�©¨uÂ�¨u ©·rÂu«¼ 5��­� u¡³¨u¹¾¦P´��� u­¼£�¶r uª�¦�����¹¾¦P��¯°§#¦�­���§#¹¾¦���­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢±����Ç	 ©·r�|�©£
Ä¼�¤­|�¤«�¨u¦�­���¯��¤È���£N«�·%�¤¡�¡°�/��­� u¡�¨u¹(Ä'´��� u­±£�¶r uª�¦�����¹(ÄN��¯°§#¦�­���§#¹(Ä`��­� u¡³¨u­|�¤��¡�¨±¢8¢u¹(®
Ä± �¶r��¨]¯��T­|�¤§#«��8�|�¤¡�¨u �£�¥�¦�¬ý­|�¤¿u ¤¨u¹a��¯�¶r¦�¡�Â]§#¹j��­���¢u¦³¶r¦�§Í·r��Ã�Â]��­���§#¦�­�¹j¨©�¤«���Ä
��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢��
Ç	­� u¡�¨u¦�¬�Ã��|§Î��­���§#¦�­� u§Ï¨©�¤«¼ u�� �­� �¶%�	£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£J«¼ u��¦�ª��� u¦A·r����¦�¬��� 0´��� u­¼£�¶r uª�¦���®

�� u¦
§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u ��%ËH¦���¦�¦
¨u­���¢u�|��·rÂu��¹¾¬m��­���§�¦�­m u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨J¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°¦
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜÎ}ED9zröz²1�w\PHK�

(X ,≤)
O2\PHK�CY�O ª O2\PHCY�OPJEJ�LNi£_�LN`XLN��J�L�Oa�!_�Lohl]�`XLNvlOPJEJ�L�O

RaJ�LcbdO2\PHCY�Lf�£\SR m LN_�hkOP`XO£pkOPJEQ�OtË m Ï��N©�U (X ,B) É \2L�LNHCY�OPHC\PHCYX�!Ä ª O2Ou�!_�Lohl]E`�LNvlOPJEJ�L�OQlVcRtO£h�QqRtL�O¦_XhkL�\PHuhwU�J�\PHCY�L muÊ L��j`�U (X ,B)
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R
�;¡�§¾�æ¸%�|�¤��­���§#¦�­�¸§� �°íX�Õ ³�

� Ö	¡��� ©·rÂ¤¯�´u£C¨u ¤¨	ºC¦1��­���¦�§¾¸uª�¨u 
�Y��­��Y�� u¡�¨u­� ¤¦������J¿u u­�¦³·r¦�¢u¡�«¼ u¬
σ
® ��·r��¦�¿u­�¹S¢

R
n ¸

��¦�¨u­�´�¶r�� )´�¿u¦³¶r��¨uÂu¡�£C¢A¨u u§¾¸©ª�¨u *¶r¦�«��¤­�¨u u¢u )��­� u��¯°¢u¦³¶r¦�����¦ X1×...×Xn
¢u¦�¥�¦�¡�¨±¢u¦����� ©®

�� °¶r u¿u��¹(ÄC´��� u­¼£�¶r uª�¦�����¹(ÄW§#�� �ºY¦�¡�¨u¢
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�� u­±£�¶r«���¨¤�¤«�ºC¦
 u¿u­|�©¯�´u¦�¨J��­� u¡�¨u u¦
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ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED9z��z²1�w\PHK�
s É J�OPgwLNHCLoh�W���hkO2Y�O£hk\fRaJ�LcbdO2\PHCYXU X ©7U P ∈ P ÉhwU[\P_�hkOP`XO{p�OPJEQ�O¦JEU

(X ,B) m�ñ Y�LN��\PHCY�OPJEJEWrRGg P
JEU�VXWZYXU[OPHC\^] hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQ�O

P c(B) = P (s(B)), B ∈ B.
� �u� ~ é[ 



~ ù ��� ���|�������u���������

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜÎ}ED9z%å Ñ \£p�Q s É \PQqRsRtOPHuh�QEvqJEW�� hkO2Y�O�hk\ X ©·HCL (P c)c = P m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp�¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨	��¯1¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£

s(s(B)) = B, B ∈ B ¸©¡���­|�¤¢u¦³¶�·r��¢u ¤�� ¶�·|£H¡���§#§#¦�¨u­���ª��� u�� P­�¦�¢u¦�­�¡°��� �Ç	 u­¼£�¶r u«�¸�¯���¶%�¤����¹¾¬Î�|� X ¸�¦�¡�¨u¦�¡�¨±¢u¦����|¹¾§Ö u¿u­|�©¯° u§Ì�� u­� �ºY¶%�¤¦�¨5�|�m§#�� �ºY¦�¡³¨u¢u¦­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����|¬ P ª|�¤¡�¨u��ª���¹¾¬Ï�� u­±£�¶r u«�¸��|�©¯°¹¾¢±�¤¦�§#¹¾¬]¡�¨u �Ä¼�¤¡�¨u��ª|¦�¡�«��|§N¶r u§#������­� ©®¢±�¤����¦�§¢�;¡�§¾�æ¸|�|�¤��­���§#¦�­�¸r� í±���Õ ³�
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED9z��z²1�w\PHK�

P,Q ∈ P É Y�O£hkLP]EHKJ�L�\PHKJEWZOChwU[\P_�hkOP`XO{pkOPJEQw] m7õ L�Y�LNihl]EH¦©·vqHCL
P
\PHCLP®EU[\PHKQEvlO2\Pg!Q�`XLjRaQEJEQ�h��wOPH

Q
©u�£LN�XL2VXJEU�vqU[OPHC\^]

P ≥s Q
� O2\£p�Q

P ((←, x]) ≤ Q((←, x]), x ∈ X .
� �u� ~ ó! 

îÁ¨u¦�­�§#���|��ÄH½	´���«�È���¬m­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£ » ¨u W u��­�¦³¶r¦³·r¦�����¦���¦�­�¦�����¡�¹¾¢±�¤¦�¨±¡�£�¢Y¢u��¶r¦
FP (x) ≤ FQ(x), x ∈ X .

� �u� ~ �! 
îý¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦�§8��­�¦µ¶�·r �ºC¦������P´±¡�¨©�¤�|�¤¢©·r��¢±�¤¦�¨u¡µ£�¡�¢¤£�¯°Â��� u��£�¨u��¬�¡�¨u °Ä��¤¡�¨u��ª�¦°¡�«� u�� 

¶r u§#������­� u¢±�¤����£H�P¶r¢u u¬�¡�¨u¢u¦����� u�� J­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£m�|�Y��­� u¡³¨u¹(Äm��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢±��Ä��
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜÎ}ED9z�Èz²1�w\PHK�

(X ,B) É Y�O ª O2\PHCY�OPJEJ�LNi£_�LN`XLN��J�L�O�QlVcRtO£h�QqRtL�O�_�hkL�\PHuhwU�JEi\PHCY�L msÊ L��j`�U P ≥s Q ⇐⇒ P c ≤s Qc m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp�����¦�¬�¡�¨u¢u��¨u¦³·rÂu�� �¸%¢u¢u��¶|´´� �u�æ�°ó! (��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u 

P ((←, x]) ≤ Q((←, x]), x ∈ X
¢©·r¦�ª�¦�¨

P c([y,→)) ≤ Qc([y,→)), y ∈ X .
� �u� �uù! 

����·r¦�¦¤¸��� u¡�«� ©·rÂu«�´
(X ,B)

£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£P¢u¦�¥�¦�¡�¨±¢¤¦°���� ©® �� °¶r u¿u��¹¾§¾¸�¶�·|£W·r²�¿u u�� �����¨u¦�­�¢±��®
·%�

B = (y,→)
¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´±¦�¨��� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨±Â

zk ∈ B
¸u«¼ u½
���|��·rÂu�|�©£C¡

B
¸¤¨u 
¦�¡�¨uÂ

z1 > z2 > . . .
�H¶�·|£m·r²�¿u u�� 

z ∈ B
�|�¤¬�¶r¦�¨u¡�£T�� u§#¦�­

k > 0
¨©�¤«� u¬�¸�ª�¨u 

zk < z
��Å�¨©®

¡�²(¶%�C¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨�¸|ª�¨u Y¢u ¤¯°­|�¤¡�¨©�¤²*¥C�©£��� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨±ÂY����¨u¦�­�¢±��·r u¢
Bk = [zk,→)��¡�ª�¦�­���¹¾¢±�¤¦�¨

B
�

B =
∞⋃

k=1

Bk = lim
k→∞

Bk,¨©�¤«mª�¨u 
P c((y,→)) = lim

k→∞
P c([zk,→)), Qc((y,→)) = lim

k→∞
Qc([zk,→)),

ª�¨u W¢u§#¦�¡�¨u¦0¡ � �u� �uù! (¢©·r¦�ª�¦�¨
P c((y,→)) ≤ Qc((y,→)), y ∈ X ,

 ¤¨u«�´�¶%�
P c((←, y]) ≥ Qc((←, y]), y ∈ X ,

¨u W¦�¡�¨uÂ
P c ≤s Qc ¸�ª�¨u W��¨u­�¦�¿u u¢±��·r u¡�Â�� �
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(R,B)
Æ���¯°§#¦�­���§# u¦���­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u �¸� u¿u­|��¯° u¢±�¤���� u¦�§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u u§Á¢u¦�¥�¦�¡�¨u¢u¦���®

��¹(Ä]ª���¡�¦³·/¡W¿u u­�¦³·r¦�¢u¡�«¼ u¬
σ
® ��·r��¦�¿u­� u¬�¸ P Æ�§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u m¢u¡�¦³Ä]¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹(ÄÎ­|�©¡³®��­�¦³¶r¦³·r¦�����¬=�|�

(R,B)
�è��´�¶r¦�§' u¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂ

FP

½	´���«�È���²�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�¸�¡� u ¤¨u¢u¦�¨©®
¡�¨u¢¤´�²*¥�´�²ø­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��²

P ∈ P ¸ EP
Æ�§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦°¡�«¼ u¦Y �ºJ��¶%�¤����¦�¢u¡�£�«¼ u¬5¡³·|´±®

ª|�¤¬��� u¬m¢u¦³·r��ª�����¹	¸���§#¦�²*¥�¦�¬ » ¨u P­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦u¸ P̃ Æ�¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂ�¢u¡�¦³Äm­|�¤¡���­�¦³®¶r¦³·r¦�����¬S��¯ P ¸x��§#¦�²*¥���ÄS«¼ u��¦�ª��� u¦�§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡�«� u¦� �ºJ��¶%�¤����¦ EP
¸#� P̃0 ⊆ P̃

Æ
�� °¶r§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u �­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬

P
¸�¡� u¡�­�¦³¶r ¤¨u uª�¦�����¹1ÄT�|���� ©·r �ºJ��¨u¦³·rÂu�� u¬T�� ©·|´u u¡����

P ([0,∞)) = 1
�q��´°¶r¦�§Î��¡��� ©·rÂ¤¯° u¢±�©¨uÂ0¨¤�¤«�ºC¦* u¿u ¤¯°�|��ª�¦�����£ F ¶�·|£J¡� u¢u u«�´����� u¡�¨u��¢u¡�¦³®¢u ¤¯°§# �ºJ��¹(Ä8½	´���«�È���¬Á­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£'� F̃ ¶�·|£ý¡� u¢u ¤«�´����� u¡�¨u�'½	´���«�È���¬Á­|�¤¡���­�¦³®¶r¦³·r¦�����£=¡C«� u��¦�ª���¹¾§`§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡�«|��§Z �ºJ��¶%�¤����¦�§¾��îÌ u��­�¦³¶r¦³·r¦������8�u� ~ óP¢u¢u¦³¶r¦��� 

�� u��£�¨u��¦0¡�¨u °Ä¼�¤¡�¨±��ª�¦�¡°«¼ u�� W¶r u§#������­� u¢±�¤����£��rÅ�¨u§#¦�¨u��§ý¯�¶r¦�¡�Â�¸|ª�¨u 

P ≤s Q =⇒ F−1
P (v) ≤ F−1

Q (v), v ∈ [0, 1],
� �u� ���� 

�H­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§S¶r­�´�����¦0�� u­±£�¶r«��H�|�Y§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦0­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬��
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED ú {}²1�w\PHK�

P,Q ∈ P̃ m�õ L�Y�Lohl]EH¦©tvqHCL P
J�OKp��!vqMCO

Q
Y�\{RaWZ\{pkO

J�OP_�h�Qq]EHKQq]ah�Q�\Pg!Uf�£LN�XL2VXJEU�vqU[OPHC\^]
P ≤a Q

�N©�O2\{p�Q
Q = Wr

©�HCL7O2\PHK�1_�hkOP`X\PHKU[Y2pl]�OPH
\2LN�XLN��hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQ�Oj©IYXWèhkLcbx`XOPJEJ�L�O�YfJ�OPgwLNHCLohkLN��HCLNvqgwO

r ∈ R
©·Q

EP = r m
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED ú }Ð²1�w\PHK�

P,Q ∈ P̃0 m�õ L�Y�Lohl]EH¦©ZvqHCL P
J�Oa�XL^pkO2O1LN_EU[\PJ�L2©ZvlO{R

Q�£LN�XL2VXJEU�vqU[OPHC\^]
P ≤d Q

�N©7O2\£p�Q
EP ≤ EQ

QØ\P� ª O2\PHCYX�wOPH³HCLNvqg!U c ∈ R+

HKU�g!UN]l©
vqHCL

FP (x) ≤ FQ(x), x < c,

FP (x) ≥ FQ(x), x ≥ c,

�� u«��©ºC¦�§S��¦�¡�«¼ ©·rÂu«¼ J�� �·r¦�¯°��¹(Ä�·r¦�§#§¾�
ûmÜw�a�	ÞS}ED ú zzê�U�HCOSRaU�HKQEvlO2\PgwL�O´LcbxQE`�U�JEQ�O

EF
hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQq]

F ∈ F̃ RtLcbdOPH
��W�HK�@_XhkOP`X\PHKU[Y2pkOPJ�LfY YXQE`XO

EF =
∫ 1

0
F−1(v) dv.

� �u� � ~  
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��AÅ*¶r����§4��¯=¢±�¤­��|�¤��¨u u¢S��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·r¦�����£`¡³·|´�ª|�¤¬��� u¬`¢u¦³·r��ª�����¹	¸
��§#¦�²*¥�¦�¬H½	´���«�È���²!­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

F
¸�£�¢©·|£�¦�¨u¡�£�¡³·r¦³¶|´�²*¥C¦�¦0��­�¦µ¶r¡�¨¤�¤¢©·r¦�����¦u�rëx�¤¡³®

¡�§# ¤¨u­���§'¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u¦C��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨u¢u 
([0, 1],B[0,1], λ)

¸r�Ð¶r¦ B[0,1]

Æ�¿u u­�¦³·r¦�¢u¡�«��©£
σ
®

��·r��¦�¿u­|�Y�|�C ¤¨u­�¦�¯°«�¦
[0, 1]

¸r�
λ
ÆJ§#¦�­|�K�0¦�¿u¦��³���E�x u�Ð¶%�C ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦

X(ω) = F−1(ω), ω ∈ [0, 1]



~u~ ��� ���|�������u���������

£�¢©·|£�¦�¨u¡�£8��¯°§#¦�­���§#¹¾§¾¸��Î¯���¶%�¤¦�¨]¡³·|´�ª|�¤¬���´�² ¢u¦³·r��ª�����´u¸�½	´���«�È���£S­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
«¼ ¤¨u u­� u¬Y¡� u¢u�|��¶%�¤¦�¨0¡

F
�¼Ëm�©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡°«¼ u¦* �ºJ��¶%�¤����¦1¡³·|´�ª|�¤¬��� u¬W¢u¦³·r��ª�����¹

X
¸u­|�¤¢©®

�� u¦
�� Y u��­�¦³¶r¦³·r¦�����²
EX =

∫

[0,1]
X(ω) dλ(ω),

¦�¡�¨uÂ�¸r uª�¦�¢u��¶r�� �¸|��­� u¡�¨u C¶r­�´����©£H½
 u­�§���¯��¤����¡���� �u� � ~  ³� �� �� u§# ¤¥�Âu²S¨u u�� )ºC¦(��­���¦�§��*¶r u«��©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£Y¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°¦¾ u¿u u¿¤¥�¦�����¦�·r¦�§#§#¹'�u� � ~ �
ûmÜw�a�	ÞS}ED úrú ê�U�HCOSRaU�HKQEvlO2\PgwL�O7LcbxQE`�U�JEQ�Oan��!JEg!ÃEQEQ

Eh(X)
LcHð\£p��!vqU��EJ�LN��Y�O£p�QEi

vqQEJEW�©rQqRtOPÄ ª OP�­n��!JEg!ÃEQEÄ�hwU[\P_�hkOP`XO{pkOPJ�Qq] F
©�RtLcbdOPH5��W�HK�CYXW�vqQ�\£pkOPJ�Lt_�L1nZLohwRa�!i

pkO
∫ ∞

−∞
h(x) dF (x) =

∫ 1

0
h(F−1(v)) dv.

� �u� �u�! 
ûmÜw�a�	ÞS}ED ú ÿ¥ê�U�HCOSRaU�HKQEvlO2\PgwL�O´LcbxQE`�U�JEQ�O

EF
hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQq]

F ∈ F̃ RtLcbdOPH
��W�HK�@_XhkOP`X\PHKU[Y2pkOPJ�LfY YXQE`XO

EF =
∫ 0

−∞
(−F (x)) dx +

∫ ∞

0
(1− F (x)) dx

� �¤� �¤íw 
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��1Å�¨u§#¦�¨u��§À¡��|��ª|��·%��¸�ª�¨u /¢u¢u��¶|´8«¼ u��¦�ª��� u¡�¨u�N§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡�«� u�� 
 �ºJ��¶%�¤����£

EF =
∫ ∞

−∞
x dF (x)

Ä�¢u u¡�¨u¹ » ¨u u�� J����¨u¦���­|��·%�W¡�¨u­�¦�§�£�¨u¡µ£m«H��´°·r²¦�

lim
x→−∞

∫ x

−∞
y dF (y) = 0, lim

x→∞

∫ ∞

x
y dF (y) = 0.

����·r¦�¦¤¸
EF =

∫ 0

−∞
x dF (x) +

∫ ∞

0
x dF (x).

Ö	��¨u¦���­���­�´u£m�� Wª|�¤¡�¨�£�§¾¸|��§#¦�¦�§=�
∫ 0

−∞
x dF (x) = xF (x)|0−∞ −

∫ 0

−∞
F (x) dx = −

∫ 0

−∞
F (x) dx,

�
∫ ∞

0
x dF (x) = −

∫ ∞

0
x d(1− F (x)) =

−x(1− F (x))|∞0 +
∫ ∞

0
(1− F (x)) dx =

∫ ∞

0
(1− F (x)) dx.

� «�·%��¶r¹¾¢±�©£�¶r¢±�C�� u¡³·r¦³¶r����Äm­|�¤¢u¦���¡�¨u¢±��¸|�� ©·|´�ª|�¤¦�§8¨u­�¦�¿¤´u¦�§# u¦¤� �� ¢¤£�¯°ÂC�� ¤­¼£�¶r«¼ u¢�¡�¨u °Ä��¤¡³¨±��ª�¦°¡�«¼ u�� �¶r u§#������­� u¢±�¤����£P�� ¤�|�¤¡��� u¡�¨u��´u¡�¨©�¤�|�¤¢©·r��¢±�¤¦�¨
¡³·r¦³¶|´�²*¥C�©£



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ~ �

ûmÜw�a�	ÞS}ED ú ö Ñ \{p�Q P,Q ∈ P̃0

©·HCL
P ≤s Q

Y2pkOPvqOPH
P ≤d Q m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��©��¦�¬�¡�¨u¢u��¨±¦³·rÂu�� �¸�¢0¡���·|´C·r¦�§#§#¹Z�u� � ~ ��� �u� ���� � ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�¡�¨u °Ä���®
¡�¨u��ª�¦�¡�«� u�� �¶r u§#������­� u¢±�¤����£T¢©·r¦�ª�¦�¨

EP ≤ EQ
��Ê	¦�­|�¤¢¤¦���¡�¨u¢±����¯Y u��­�¦³¶r¦³·r¦�����£S�u� ���

¢u¹¾�� ©·r��£�²*¨u¡�£m��­��
c = 0

� �
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜS}ED ú �z²1�w\PHK�

P,Q ∈ P̃0 mèõ L�Y�Lohl]EH¦©�vqHCL P ≤sl Q
�ühwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQ�O

PJ�O1_�hkO2Y�L�\^®�LN`�QEH
Q
Y \{RaWZ\{pkO1_�Lohl]E`�g!U@\PHCLN_Ei�pkL�\2\j©�\{R m�ý Ï ÔSþ �N©·O2\{p�Q

∫ ∞

x
(1− FP (y)) dy ≤

∫ ∞

x
(1− FQ(y)) dy, x ∈ R.

� �u� �±�[ 
� ¢¤£�¯°ÂW§#¦�ºY¶|´��� u¡³·r¦³¶r����§#��¶r¢¤´�§�£H�� u­±£�¶r«��¤§#��´u¡�¨¤�¤�|�¤¢©·r��¢±�¤¦³¨P¡³·r¦³¶|´�²*¥C¦�¦

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜÎ}ED ú åð� ý Ë2Ïèÿ þ � m P ≤sl Q
Y�HCL^R QxHCL^p��!gwL�Y�HCLjR \{p��!vqU[Oj©CgwL��j`�U

\P� ª O2\PHCYX�!Ä=H¥hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQq] P1, . . . , Pn
HKU�g!Q�Oj©ZvqHCL

P ≤d P1 ≤d . . . ≤d Pn ≤d Q.

Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸%¢Yª|�¤¡�¨u�� u¡�¨u��¸%ª�¨u 
P ≤d Q =⇒ P ≤sl Q

�
�� u«��©ºC¦�§/¯�¶r¦�¡�ÂW¦�¥�¦0 °¶r��´���­� u¡�¨¤´�²!·r¦�§#§�´u�

ûmÜw�a�	ÞS}ED ú �ÅÂu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp
µ : P̃0 → R

RtLNJ�LNHCLNJ�OPJ LNHKJ�L�\PQEHCO£p��!J�Ls_�Lohl]E`�g!UtLN_EU[\Pi
J�L�\PHKQ�Y­HCL^RÅQ�HCLop��!gwL9Y9HCLjRÅ\{p��!vqU[Oj©sgwL��j`�U�LNJ�RtLNJ�LNHCLNJ�OPJ�Y9HCLjRðbdO \{RaWZ\{pkO
LNHKJ�L�\PQEHCO{p��!J�L�_�Lohl]E`�g!U@\PHCLN_Ei�pkL�\2\ m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��¼Ç)´u¡�¨uÂ

µ
£�¢©·|£�¦�¨u¡�£P��¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥���§Î½	´���«�È��� u�|��·r u§Î ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂ©®

�� ��� u­±£�¶r«��P u�|�¤¡��� u¡�¨u��¸��
P ≤sl Q

�è�x u��¶%��¸%��¡��� ©·rÂ¤¯�´¤£=È�¦��� uª�«�´�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����|¬=��¯
��­�¦³¶�·r �ºY¦�����£=�u� �±é�¸��� ©·|´�ª���§

µ(P ) ≤ µ(P1) ≤ . . . ≤ µ(Pn) ≤ µ(Q),

ª�¨u ]�S ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨Ï��¦�´�¿u¹¾¢±�¤����¦
µ
 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� Ï�� u­¼£�¶r«��T¡�¨u u��® ·r u¡�¡¤�(Å)¿u­|�©¨u�|�©£8��§x®

��·r��«��¤È���£/¨u­���¢u�|��·rÂu�|��¸#�� u¡�«¼ ©·rÂu«�´Î¢u¢u��¶|´Ï��­�¦³¶�·r �ºY¦�����£'�u� �±é��� u­±£�¶r u«/ u�|�¤¡��� u¡�¨u�
£�¢©·|£�¦�¨u¡�£Tª|�¤¡�¨u��¹¾§`¡³·|´�ª|�¤¦�§`�� u­±£�¶r«���¡�¨u u��® ·r u¡�¡©���
·|£5��¦�¢u ¤¯°­|�¤¡�¨©�¤²*¥���Ä=½	´���«�È��� ©®
�|��·r u¢�¶r u«��©¯���¨u¦³·rÂu¡�¨±¢u P�¤�|��·r u����ª��� �� �� ¢¤£�¯°Â*§# u�� ¤¨u u���� u¡�¨u�� ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� )�� u­±£�¶r«¼ u¢* u�|�¤¡��� u¡�¨u���0¡�¨u °Ä��©¡�¨±��ª�¦�¡°«¼ u�� *¶r ©®
§#������­� u¢±�¤����£�´u¡�¨©�¤�|�¤¢©·r��¢±�¤¦�¨P¡³·r¦³¶|´�²*¥C�©£
ûmÜw�a�	ÞS}ED ú È ç \^]Eg!QE�¢n��!JEg!ÃEQ�LcJEUcp µ : P̃0 → R

©¦RtLNJ�LNHCLNJEJEW��¢LNHKJ�L�\PQEHCO£p��!J�L
LNHKJ�LNMCOPJEQq]´LN_EU[\PJ�L�\PHKQl©§RtLNJ�LNHCLNJ�OPJ´Y HCLjRGbdO�\{RaWZ\{pkO¦Q´LNHKJ�L�\PQEHCO£p��!J�Lf\PHCLP®EU�i
\PHKQEvlO2\PgwL��eLK`XLjRaQEJEQ�hkL�YXU�JEQq] m



~ í ��� ���|�������u���������

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp����� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢u W¶�·|£m��¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥���Ä�½	´���«�È��� u�|��·r u¢�¸%¡
´�ª�¦�¨u u§
·r¦�§#§#¹��u� �±��¸�¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨P��¯0È�¦��� uª�«��H¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¬

P ≤s Q =⇒ P ≤d Q =⇒ µ(P ) ≤ µ(Q).

� ·|´�ª|�¤¬m��¦�¢u ¤¯°­|�¤¡�¨©�¤²*¥���Äm½	´���«�È��� u�|��·r u¢W­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�¤¦�¨u¡µ£��¤�|��·r u����ª��� �� �Å)¿���¦³¶r����£�£�´¼¨u¢u¦�­±ºY¶r¦�����£�·r¦�§#§`�u� �uóC�=�u� �u��¸��� ©·|´�ª|�¤¦�§
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜÎ}ED ÿ%{ÍÂu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp

µ : P̃0 → R
©Z]�Y2pl]EÄ ª QE��\^]�RtLNJ�LNHCLNJEJEWrRðLNHKiJ�L�\PQEHCO{p��!J�L9\PHCLP®EU[\PHKQEvlO2\PgwL��eL­`XL^RaQEJEQ�hkL�YXU�JEQq]l©¨]�Y2pl]�OPHC\^]�HKU�g[bdO�RtLNJ�LNHCLNJEJEWrR

LNHKJ�L�\PQEHCO{p��!J�L9_�Lohl]E`�gwL�Y�LN_EU[\PJ�L�\PHKQ�QØ\PHCLN_Ei�pkL�\2\ m Âu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp ν : P̃0 → R
©uJ�O

]�Y2pl]EÄ ª QE��\^]@RtLNJ�LNHCLNJEJEWrR¥LNHKJ�L�\PQEHCO£p��!J�L1_�Lohl]�`�g!UfLN_EU[\PJ�L�\PHKQl©�J�O=]�Y2pl]�OPHC\^]@RtLNiJ�LNHCLNJEJEWrR¢Q9LNHKJ�L�\PQEHCO£p��!J�La_�Lohl]E`�gwL�Y�\PHCLP®EU[\PHKQEvlO2\PgwL��eLt`XLjRaQEJEQ�hkL�YXU�JEQq]9Q9\PHCLN_Ei
pkL�\2\ m
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îZ�|�¤¡�¨u �£�¥�¦�¬=�Ð·%�¤¢u¦�¨u¦� u­���£T­���¡�«��P u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£�¸�«��¤«5����¡�¨u­�´�§#¦���¨�¶�·|£�¯���¶%��ª5��­���®
��£�¨u��£Ï­�¦�Ã�¦�����¬Î¢H´u¡³·r u¢u��£�Ä]¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� ¤¬/��¦� u��­�¦³¶r¦³·r¦°���� u¡�¨±����îÖ�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦ ~ �æ�
��­���¢u °¶r��¨u¡µ£S�� u¡�¨©�¤�� u¢u«���¯���¶%��ª��/��­�����£�¨u��£S­�¦�Ã�¦�����¬8�Î��­���¢u �¶r��¨u¡�£S��­���§#¦�­ÎÆT¯���®
¶%��ª|�J�� u­�¨u½
¦³·rÂu�� u�� ��¤�|��·r��¯�����î`¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°§'�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦� u����¡�¹¾¢±�¤²*¨u¡µ£5��¦�«¼ ¤¨u u­�¹¾¦
��¯°¢u¦�¡�¨u��¹A¦Ï§#¦�­�¹�­���¡�«�����Ç
�¤­|�¤��­|�¤½ ~ � �S�� u¡�¢¤£�¥�¦��Z��¡�¡³·r¦³¶r u¢±�¤����² §# u�� ¤¨u u���� u¡�¨u�
¢u¢u¦³¶r¦�����¹(ÄC§#¦�­C­���¡�«��) ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� 
 u¿u¹¾ª���¹(ÄCª|�©¡�¨u��ª���¹1ÄC�� u­¼£�¶r«¼ u¢)�|��§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u¦
­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����|¬�¸¤�¾�|�¤­|�¤��­|�¤½ ~ � í¾Æ���¯�´�ª�¦�����²8��Ä0¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨u��� � ¢u u¬�¡�¨u¢±�A§� ¤�� ¤¨u u���� ©®
¡�¨u�J�W¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨u�J¢±�©ºJ��¹Î¶�·|£W��­|�¤¢u��·rÂu�� u¬W�� u¡�¨©�¤�� u¢u«��Y¯���¶%��ªW��­�����£�¨u��£W­�¦�Ã�¦�����¬�¸
«��¤«�¯���¶%��ª� u��¨u��§#��¯��¤È������%îý�� u¡³·r¦³¶r��¦�§ý�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦	��­���¢u °¶|£�¨u¡�£�£�¢u��¹¾¦	¢u¹¾­|�©ºC¦�����£
¶�·|£H¢u¹¾ª���¡³·r¦�����£m��¦�«¼ ¤¨u u­�¹(Äm§#¦�­H­���¡�«��Y¡
�� u§# ¤¥�Âu²Ì¨u¦³Ä�����«��H¶r��¡�«�­�¦�¨u��¯��¤È��|���

¸C02/ �´Àuà�Àsá­Àùß9Ý9>96@? 47>@? Ý9;=:<;=69>9ú
Ç)´u¡�¨uÂ�¡³·|´�ª|�¤¬��� u¦J¡� u¡�¨u �£�����¦P¡�­�¦³¶r¹É u����¡�¹1¢±�¤¦�¨u¡µ£Ï¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹A§Ì��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u u§
(S,A,P)

¸��¾§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u *­�¦�¯�´°·rÂ�¨©�©¨± u¢
(R,B)

�|��¶r¦³·r¦��� �¡�¨u­�´�«�¨u´�­� u¬���¯°§#¦�­���§# u�� ���­� ©®
¡�¨u­|�¤��¡�¨u¢±����Å)¿¤ ¤¯°�|��ª���§ D §#�� �ºC¦�¡�¨u¢u �­�¦�Ã�¦�����¬Ð� ¶r¦�¬�¡�¨u¢u��¬� ³¸�¨u u��¶%�m�� ©·|´�ª�¦�����¦P­�¦³®¯�´�·rÂ�¨©�©¨¤�

r ∈ R ��­��T��­�����£�¨u���T­�¦�Ã�¦�����£ d ∈ D �5¡� u¡�¨u �£������T¡�­�¦³¶r¹ s ∈ S §# �ºJ�� ��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢u��¨±Â�¢J¢u��¶r¦
r = ξ(d, s)

¸%�Ð¶r¦� ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦
ξ : D × S → R ��­�¦³¶r�� ©·%�¤�³�¤¦�¨©®¡�£���¯°§#¦�­���§#¹¾§8 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� W�|�¤­�¹

σ
® ��·r��¦�¿u­

(A,B)
��­���«��©ºY¶r u§Î½
��«�¡���­� u¢±�¤���� u§

d ∈ D �¼Ç	­�� » ¨u u§Ï ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦ ξd = ξ(d, ·) : S → R  u¿u­|�©¯�´u¦�¨�¡³·|´�ª|�¤¬���¹¾¬ » ·r¦�§#¦���¨©¸«¼ ¤¨u u­�¹¾¬m�� u­� �ºY¶%�¤¦�¨W�|�
(R,B)

­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¦
Pd

�� Y��­|�¤¢u��·|´

Pd(B) = P(ξ−1
d (B)), B ∈ B.

���¤«���§8 u¿u­|�©¯° u§¾¸|«��©ºY¶r u¦
­�¦�Ã�¦�����¦
d ∈ D ��­���¢u °¶r��¨J«m��¦�«¼ ¤¨u u­� u§�´H­|�¤¡���­�¦µ¶r¦³·r¦�®����²

Pd
�|�A§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦�­�¦�¯�´�·rÂ�¨©�©¨± u¢��¤î(¹1¿u u­��|�¤��·|´�ª�Ã�¦��� )­�¦�Ã�¦�����£���­�� » ¨u u§� ¤¯°�|��ª|��®

¦�¨	¢u¹¾¿u u­9���|�¤��·|´�ª�Ã�¦��� ���­|�¤¡���­|¦³¶r¦³·%¦�����£Y¢)«�·%�¤¡�¡�¦¾­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����¬ F = {Pd, d ∈ D} ¸¡� °¶r¦�­¼ºY�©¥�¦�§#¡�£m¢Y«�·%�¤¡�¡�¦ P ¢u¡�¦�¢u ¤¯�§� �ºJ��¹(Ä�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬��|� (R,B)
�



~ � ��� ���|�������u���������

ËH¹ý¿¤´°¶r¦�§Ï¡�ª���¨©�©¨uÂ�¸¼ª�¨u ��|� F ¯���¶%�¤�� 
 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦���­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£ � ¸±�W�� u����§��©¨uÂ¨u¦�­�§#�������|�©��·|´�ª�Ã���¬���¢C¡�§#¹¾¡³·r¦f���|�¤��¿u ©·r¦�¦���­�¦³¶r�� uª�¨u��¨±¦³·rÂu��¹A¬��©�|Ç)­�� » ¨u u§Î¯���¶%��ª|�
��­�����£�¨u��£Y­�¦�Ã�¦�����£Y§# �ºY¦�¨)¿u¹1¨uÂ
¡�½
 u­�§�´°·r��­� u¢±�¤�|��¸¤«��¤«�¯���¶%��ª|���� u��¡�«��)�|�¤��¿u ©·rÂ¤Ã�¦³®
��  » ·r¦�§#¦���¨¤��¢�§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u¦�¡*��­�¦³¶r�� uª�¨u¦��|��£�§#� (F ,�)

���|�¤¬�¨u�P­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦
F ∈ F¨©�¤«� u¦¤¸|ª�¨u 

F � F , F ∈ F .
� ~ �æ�� 

~#¡³·r�/�|�
(F ,�)

¯���¶%�¤�Î§# u�� ¤¨u u����¹¾¬Î½	´���«�È��� u�|��·�¸�¨u �¯���¶%��ª|��¢u¹¾¿u u­|�H�|�¤��·|´�ª�®
Ã�¦��� J­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£m¡�¢u �¶r��¨u¡�£m«�¯���¶%��ª�¦
 u��¨u��§#��¯��¤È����

µ(F ) −→ max
F∈F

(min
F∈F

),
� ~ � ~  

¢Yª|�¤¡�¨u�� u¡�¨±��¸|¯���¶%��ª|�Y��­�����£�¨u��£m­�¦�Ã�¦�����£�� ~ �æ�� (��­�������§��¤¦�¨J¢u��¶

µ(Pd) −→ max
d∈D

(min
d∈D

).
� ~ � �! 

î( ¤¯°§# �ºJ�� Y¨¤�¤«�ºC¦���¦��� u¡�­�¦³¶r¡�¨±¢u¦����� u¦�¯���¶%�¤����¦���¦�«¼ ¤¨u u­� u�� �½	´���«�È��� u�|��·%�J�|� F ¸«¼ ¤¨u u­�¹¾¬Y�� u­� �ºY¶%�¤¦�¨	 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦A��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£��;¡�§¾�¤��­�¦³¶�·r �ºY¦�����¦	�u� �! ³�X���¤«¼ u¬��� °¶�®
Ä± �¶�����¡��� ©·rÂ¤¯�´±¦³¨±¡µ£mª|�©¥�¦
¢u¡�¦��� W¢Y¯���¶%��ª|��Ä���­�����£�¨u��£m­�¦�Ã�¦�����¬��
ë��¤¡�¡�§# ¤¨u­���§5¡³·r¦³¶|´�²*¥C��¬C��­���§#¦�­�¸©��¯°¢u¦�¡�¨u��¹A¬C«��¤«0¯���¶%��ª|�*­|�©¯°§#¦�¥�¦�����£C­�¦�¡�´�­�¡� u¢

��·r��¯���¶%��ª|�P�� u­�¨u½
¦³·rÂu�� u�� H�¤�|��·r��¯�����Ç)´u¡�¨uÂ���§#¦�¦�¨u¡�£=«��¤����¨¤��·
K
¸�«¼ ¤¨u u­�¹¾¬T§# �ºJ�� 

­|�©¯°§#¦�¡�¨u��¨±Â��;����¢u¦�¡�¨u��­� u¢±�©¨uÂw (¢
n
­�¦�¡�´�­�¡� u¢��|�
�©ºY¶r¹¾¬���¯	­�¦�¡�´�­�¡� u¢Y��­����� u§#¦�¥�¦������

¢
��¦��� 0«��¤����¨©��·%�
K
È�¦³·r��«¼ u§]��­����� u¡���¨
¶r °Ä± �¶��;��·r�W��­���¿u¹(·rÂw 

Xi, i = 1, . . . , n
¸±��­���®

ª�¦�§`¢u¦³·r��ª����|� » ¨u u�� �¶r �Ä± °¶%����¦Y§# �ºC¦�¨�¿u¹1¨uÂH��­�¦³¶r¡�«��©¯��¤�|��¨u uª��� �¸��T��­�¦³¶r¡�¨¤�¤¢©·|£�¦�¨
¡� u¿u u¬C¡³·|´�ª|�¤¬���´�²'¢u¦³·r��ª�����´u�!~#¡³·r�Y¢

i
® ¬C­�¦�¡�´�­�¡A¢©·r �ºY¦�����¦¾¢u¦�¡�Â	«��¤����¨¤��·

K
¸u�*·r��Ã�Â

¦��� =¶r ©·|£
yiK

¸�¨u =¶r �Ä± °¶N ¤¨Ï¢©·r �ºY¦�����£8 u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£'½	´���«�È���¦�¬
fi(yi, Xi)

¸�¨©�¤«� u¬�¸
ª�¨u 

fi(1, Xi) = Xi, i = 1, . . . , n
�§×�´���«�È����

fi

ª|�¤¡�¨u 5§# �ºJ�� m¡�ª���¨©�©¨uÂm·r����¦�¬���¹¾§#���
fi(yi, Xi) = yiXi, i = 1, . . . , n

� �  u¡�¨u �£�����¦P¡�­�¦³¶r¹
s
 u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨u¡µ£Ï¢ » ¨u u§Ì��­���§#¦�­�¦

¡³·|´�ª|�¤¬���¹¾§'¢u¦�«�¨u u­� u§
X = (X1, . . . , Xn)

¸r¨©�¤«5ª�¨u P¢J¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u§N��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨u¢u¦
(S,A,P)

§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u �¡� u¡�¨u �£�����¬ S ¦�¡�¨uÂ��� °¶r§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u P¢ R
n ¸ A Æ�¿u u­�¦³·r¦�¢u¡�«��©£ σ

®
��·r��¦�¿u­|�5�� °¶r§#�� �ºC¦�¡�¨u¢ S ¸�� P

Æ=¡� u¢u§#¦�¡³¨u�� u¦�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¦�¡³·|´�ª|�¤¬��� u�� =¢¤¦�«�¨u u­|�
X
��ë�¦�Ã�¦�����¦

d
¯°�¤«�·r²�ª|�¤¦�¨u¡µ£]¢��|�©¯°�|��ª�¦������5¶r ©·r¦�¬

yi, i = 1, . . . , n
¸�¢u«�·%��¶r¹¾¢±�¤¦�§#¹(Ä

¢C¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¥C��¦
­�¦�¡�´�­�¡�¹
¸|�� u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨u¡µ£H¢u¦�«�¨u u­� u§
d = (y1, . . . , yn)

¸�·r¦³ºW�©¥�¦�§
¢Y§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦

Ln = {(y1, . . . , yn) ∈ R
n| y1 + . . . + yn = 1}.

ËH�� �ºY¦�¡�¨u¢u =­�¦�Ã�¦�����¬ D ¡� u¢u�|��¶%�¤¦�¨=¡ Ln
¸���·r�/£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£S¦��� =�� °¶r§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u u§¾¸#¦�¡³®

·r�=�|��­�¦�Ã�¦�����¦W�|�¤«�·%��¶r¹¾¢±�¤²*¨u¡�£]«��¤«���¦³® ·r��¿u P¶r u�� ©·r����¨u¦³·rÂu��¹¾¦J u��­|�¤����ª�¦�����£������¤«�¸
�|�¤��­���§#¦�­�¸r¢u W§#�� u����ÄH¡³·|´�ª|�©£�ÄH�|�©¯°�|��ª�¦�����¦� ¤¨u­���È|�©¨u¦³·rÂu�� u¬H¶r ©·r��·r��Ã�¦��� J¡�§#¹¾¡³·%��¸



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ~ é

��  » ¨u u§�´5¢u¡�¦�¶r ©·r� yi, i = 1, . . . , n
��­�¦³¶r�� ©·%�¤�³�¤²*¨u¡µ£=��¦� ¤¨u­���È|�©¨u¦³·%Âu��¹¾§#��¸���­�� » ¨u u§

§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u Y­�¦�Ã�¦�����¬� u«��©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£m¡�¨¤�¤��¶%�¤­�¨u��¹¾§Á¡���§#��·r¦�«¼¡� u§
R

n �
D = {d = (y1, . . . , yn) ∈ Ln| y1 ≥ 0, . . . yn ≥ 0}.

ë�¦�¯�´�·rÂ�¨¤�©¨u u§Á­�¦�Ã�¦�����£
d ∈ D £�¢©·|£�¦�¨u¡�£m¡� u¢u u«�´�����¹¾¬�¶r °Ä± °¶�¸|­|�¤¢u��¹¾¬

ξ(d, s) = f1(y1, X1) + . . . fn(yn, Xn),
� ~ � íw 

��·r��¸|¢�·r����¦�¬��� u§ý¡³·|´�ª|�¤¦¤¸

ξ(d, s) = y1X1 + . . . ynXn.
� ~ �ñ�[ 

ËH�� �ºY¦�¡�¨u¢u Y­�¦�¯�´�·rÂ�¨©�©¨± u¢ R ��­�� » ¨u u§Î·r¦�ºJ��¨W¢ R
��¡� u¢u�|��¶%�¤¦�¨W¡	§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u u§S¢u¡�¦³Ä

¯°�|��ª�¦�����¬�½	´���«�È����´� ~ � íw #��·r�´� ~ �ñ�� �¸�� B ¦�¡�¨uÂC¿u u­�¦³·r¦�¢u¡�«��©£ σ
® ��·r��¦�¿u­|���� °¶r§#�� �ºY¦�¡�¨u¢

R ��Ç	­��Ï½
��«¼¡���­� u¢±�¤���� u§Z­�¦�Ã�¦������ d ∈ D ­�¦�¯�´�·rÂ�¨¤�©¨�� ~ � íw )��·r�Æ� ~ �ñ�[ ) u«��©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡µ£¡³·|´�ª|�¤¬��� u¬H¢u¦³·r��ª����� u¬�¸|��¯���¶%��ª|�C��­�����£�¨u��£H­�¦�Ã�¦�����£H¡�¢u °¶r��¨u¡µ£H«�¢u¹¾¿u u­�´P­�¦�Ã�¦�����£
d ∈ D ¸���­���¢u �¶|£�¥�¦��� W«H­�¦�¯�´�·rÂ�¨©�©¨u´H¡ ���|�¤��·|´�ª�Ã���§s��­|�¤¡���­�¦³¶r¦�·r¦�����¦°§¾�
¸C0^¸ ¹�;=Ý9º Ý9>­Þ�¾ À
î(¢u¦³¶r¦�§É¢Î­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­�¦�����¦T��¦�«¼ ¤¨u u­�¹¾¦T��¯°¢u¦�¡�¨u��¹¾¦T§#¦�­�¹ ­���¡�«���¸1 u��­�¦³¶r¦³·r¦�����¹¾¦�¶�·|£
¢u¦�¥�¦�¡�¨u¢u¦��|��¹(Ä�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����|¬��|Ç)´±¡�¨uÂ R ⊆ R

ÆY��¦�«¼ ¤¨u u­� u¦	§#�� �ºY¦�¡�¨u¢¤ C¢u¦�¥�¦�¡�¨u¢u¦°��®
��¹(ÄWª���¡�¦³·�¸ B Æ� u¿u¹¾ª��|�©£W¿u u­�¦³·r¦�¢u¡�«��©£ σ

® ��·r��¦�¿u­|���¼ëx�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����£J�|�
(R,B)

¢ » ¨u u§
¡³·|´�ª|�¤¦5§# u��´¼¨S¿u¹1¨uÂ/ u����¡°�¤��¹ ½	´���«�È���£�§#�N­|�¤¡���­�¦³¶r¦µ·r¦°����£T� �u� ~ �[ ³¸���  » ¨u u§�´Á§# �ºY®
�� T¡�­|�©¯�´Î¡�ª���¨¤�©¨uÂ�¸�ª�¨u  F £�¢©·|£�¦�¨u¡�£S¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂu² ½	´���«�È���¬S­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£S�|�
(R,B)

�
î(¹¾����Ã�¦�§8¢u��¶�½	´���«�È���¬�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£P¶�·|£�¢u¹¾­� �ºY¶r¦����� u�� C�P¿u¦�­���´�·�·r��¦�¢u¡�«¼ ©®

�� W­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬�¸r¢u¢u¦³¶r¦�����¹(Äm¢��u� í��k×�´���«�È���£m¢u¹¾­� �ºY¶r¦����� u�� W­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
Wa��§#¦�¦�¨J¢u��¶

Wa(x) =
{

0, x < a
¸

1, x ≥ a
¸ � ~ � �! 

�C½	´���«�È���£m¿u¦�­���´°·�·r��¦�¢u¡�«� u�� J­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
Ba,b,p

¶�·|£
a < b ∈ R ¸ p ∈ [0, 1]

�

Ba,b,p(x) =





0, x < a
¸

1− p, a ≤ x < b
¸

1, b ≤ x
�

� ~ �ñé[ 
î4ª|�¤¡�¨u�� u¡�¨u��¸1��­��

a = 0, b = 1
�� ©·|´�ª|�¤¦�¨u¡�£' u¿u¹¾ª��|�©£ý½	´���«�È���£Á­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

�(¦�­���´�·�·r��¸r«¼ ¤¨u u­�´�²Ö¿¤´�¶r¦�§8 u¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂ
Bp

�
Ç)´±¡�¨uÂ F = F1

¡� u¡�¨u u��¨5��¯J½	´���«�È���¬Ï­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£�¸� u¿©·%��¶%�¤²*¥���Ä]«¼ u��¦�ª���¹¾§
��¦�­�¢u¹¾§ý§# u§#¦���¨u ¤§A�E�x u�Ð¶%�fRaU�HCOSRaU�HKQEvlO2\PgwL�O¦LcbxQE`�U�JEQ�O

ε(F ) =
∫

R
x dF (x)

� ~ � ó[ 



~ ó ��� ���|�������u���������

 u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨T½	´���«�È��� u�|��·/�|� F � ¶ ¨u ¤¨5½	´���«�È��� u�|��·/��­�������§��¤¦�¨T�|��¨u¦�¡�¨± u¢u¹(ÄÎ­|�©¡³®��­�¦³¶r¦³·r¦�����£�Ä�� ~ � �! (��� ~ �ñé[ �¯°�|��ª�¦�����£

ε(Wa) = a; a ∈ R,

ε(Ba,b,p) = pb + (1− p)a; a, b ∈ R, a < b, p ∈ [0, 1].

~#¡³·r� F = F2
¦�¡�¨uÂ�§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u H­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¬Ï�|� R ¸� u¿©·%��¶%�¤²*¥���Ä=«¼ u��¦�ª���¹¾§¢¤¨u u­�¹¾§ý§# u§#¦���¨u ¤§A¸�¨u ­`�Q�\P_�O£hk\PQq]J­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

δ(F ) =
∫

R
(x− ε(F ))2 dF (x)

� ~ � �! 
¨©�¤«�ºY¦)¯°��¶%�¤¦�¨W½	´���«�È��� u�|��·��|� F ��~#¦)¯°�|��ª�¦�����£��|��¨u¦�¡�¨u u¢u¹(ÄH­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�ÄH¦�¡�¨uÂ

δ(Wa) = 0; a ∈ R,

δ(Ba,b,p) = p(1− p)(b− a)2; a, b ∈ R, a < b, p ∈ [0, 1].

Ê
�¤§8�� ¤�|��¶r u¿u��¨u¡µ£�¨©�¤«�ºY¦	¡�§#¦�ÃC�¤����¹¾¬�½	´���«�È��� u�|��·�¢u��¶%�

θ(F ) = θβ(F ) = βδ(F )− ε(F ), F ∈ F2,
� ~ �æ��ù! 

�Ð¶r¦
β > 0

ÆJ�|�¤­|�¤§#¦�¨u­m½	´���«�È��� u�|��·%���
Ç)´±¡�¨uÂ

U : R → R
ÆH¢u¦�¥�¦�¡�¨±¢¤¦°���|�©£=½	´���«�È���£���Ê
�P u¡��� u¢u¦�¨u¦� u­�����¸�­|�©¯°¢u��¨u u¬T¢

� ����� ¸�¿u¹(·%�Y�� ©·|´�ª�¦��|�W§#¦�­|�C­���¡�«��

ρ(F ) =
∫

R
U(x) dF (x),

� ~ �æ�u�� 
«¼ ¤¨u u­|�©£�¯���¶%�¤¦�¨J½	´���«�È��� u�|��·��|�Y§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦
¢u¡�¦³ÄH­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬ F ¸�¶�·|£�«� ¤¨u u­�¹(Ä» ¨u ¤¨
����¨u¦���­|��·J¡ÐÄ± °¶r��¨u¡µ£��¼Å)¿©·%�¤¡�¨uÂ)¡ÐÄ¼ °¶r��§# u¡�¨u�Y u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨u¡µ£C¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�¤§#�C½	´���«�È����
U
�r÷��|��ª�¦�����£ » ¨u u¬m§#¦�­�¹`­���¡�«��Y�|��¨u¦�¡�¨± u¢u¹(ÄH­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����£�Äm­|�¤¢u��¹

ρ(Wa) = U(a); a ∈ R,
� ~ �æ� ~  

ρ(Ba,b,p) = (1− p)U(a) + pU(b); a, b ∈ R, a < b, p ∈ [0, 1].
� ~ �æ���! 

Ç)´±¡�¨uÂ R = R+

¸��
g : [0, 1] → [0, 1]

ÆH��¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥C�©£T¢u¦�¥�¦�¡�¨u¢u¦����|�©£=½	´���«�È���£�¸
´�¶r u¢©·r¦�¨u¢u u­±£�²*¥C�©£H´u¡³·r u¢u��£�§

g(0) = 0, g(1) = 1.
� ~ �æ�°íw 

î}� �°í±ù���¿u¹(·%�C��­�¦³¶�·r �ºC¦��|�Y§#¦�­|�Y­���¡�«��

π(F ) =
∫ ∞

0
g(1− F (x)) dx,

� ~ �æ���[ 



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ~ �

«¼ ¤¨u u­|�©£Á¯���¶%�¤¦�¨S½	´���«�È��� u�|��·Z�|�Î§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦T¢u¡�¦³ÄÁ­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¬�¸1¶�·|£'«¼ ¤¨u u­�¹(Ä
» ¨u ¤¨�����¨u¦���­|��·S¡ÐÄ± °¶r��¨u¡µ£���Å)¿©·%�¤¡�¨uÂm¡ÐÄ¼ °¶r��§# u¡�¨u� Fg

» ¨u u¬Ï§#¦�­�¹�­���¡�«��H u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨©®
¡�£'�� u¢u¦³¶r¦�����¦�§4½	´���«�È����

g
¢Î u«�­�¦�¡�¨u�� u¡�¨±�N��´�·|£��AÅ)¿u ¤¯°�|��ª���§ F1+

¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂ
½	´���«�È���¬/­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£/�|�

[0,∞)
¡P«¼ u��¦�ª���¹¾§Ö§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡°«���§Í �ºJ��¶%�¤����¦�§¾¸x�

��­���¢u¦³¶r¦�§ý °¶r���H­�¦�¯�´°·rÂ�¨©�©¨©¸r u����¡�¹¾¢±�¤²*¥���¬m u¿©·%�¤¡�¨uÂW¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢u u¢±�¤����£
π
�

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D }Ð²1�w\PHK�
0 < g′(0) < ∞ mKÊ L��j`�U�LN�^p�U[\PHK��\^®�LN`�QqRtL�\PHKQ¢�	� m Ë Ô �\2L�YX_EU�`�U[OPHÍ\ F1+ m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp���î(¢u��¶|´
g′(0) < ∞ ¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´�²*¨S�� u¡�¨u �£�����¹¾¦

0 < a,M < ∞¨©�¤«���¦¤¸*ª�¨u 
g(v) ≤ Mv

��­��
v ∈ [0, a]

�AÇ)´±¡�¨uÂ
F ∈ F1+

¸1¨u 8¦�¡�¨uÂ
EF

«� u��¦�ª��� ��
Å)¿u ¤¯°�|��ª���§

A = sup{x ∈ R+ : F (x) < 1− a}. � ~ �æ���! 
Ç	­�� » ¨u u§

π(F ) =
∫ A

0
g(1− F (x)) dx +

∫ ∞

A
g(1− F (x)) dx ≤ A + MEF <∞.

Ç)´u¡�¨uÂÎ¨u¦���¦�­�Â
π(F ) < ∞ ¸��� u«��©ºY¦�§¾¸�ª�¨u  F ∈ F1+

�1î(¢u��¶|´
g′(0) > 0

�|�¤¬�¶|´¼¨u¡�£
0 < a,m <∞ ¨©�¤«���¦¤¸%ª�¨u 

g(v) ≥ mv
��­��

v ∈ [0, a]
��Ö	¡��� ©·rÂ¤¯�´u£H¡��� u¢±�Y u¿u ¤¯°�|��ª�¦�����¦

� ~ �æ���! ³¸��� ©·|´�ª|�¤¦�§

π(F ) =
∫ A

0
g(1− F (x)) dx +

∫ ∞

A
g(1− F (x)) dx ≥ m

∫ ∞

A
(1− F (x)) dx,

ª�¨u W¢W¡���·|´J·r¦�§#§#¹��u� �¤íY ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨J«¼ u��¦�ª��� u¡�¨uÂ
EF
� �

��Þ��	Üw��Þ�â�t�Ücz�D9z Ñ \£p�Q g′(0) =∞ ©ZHCL2©Zg!U�g@YXQE`�J�LKQlVC`XLNg!U�VXU�HCO{p��w\PHCYXU�©Z`Ppl]�J�OPgwLNiHCLoh�Wr®7hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQE�
F ∈ F1+

n��!JEg!ÃEQ�LNJEUcp
� m Ë Ô RtLcbdOPHzJEOI\P� ª O2\PHCY�L�YXU�HK� mwÑ \£p�QbdO
g′(0) = 0

©·HCLCLN�^p�U[\PHK�­\^®�Lc`�QqRtL�\PHKQ�� m Ë Ô LNg!U�VXWZYXU[OPHC\^]�MKQ�hkO F1+ m
Ê
��¨u¦�¡�¨± u¢u¹(Äm­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�Ä

π
��­�������§��¤¦�¨J¯°�|��ª�¦�����£

π(Wa) = a; a ∈ R+,
� ~ �æ��é[ 

π(Ba,b,p) = a + (b− a)g(p); a, b ∈ R, a < b, p ∈ [0, 1],
� ~ �æ��ó! 

¢Yª|�¤¡�¨u�� u¡�¨±��¸�¶�·|£H¡�¨©�¤��¶%�¤­�¨u�� u�° J­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£��(¦�­���´�·�·r�
π(Bp) = g(p); p ∈ [0, 1].

� ~ �æ���! 
Å)����Ã�¦�§8¯�¶r¦�¡�ÂJ��¦�«¼ ¤¨u u­�¹¾¦0¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�

π
¸|¡�ª���¨©�©£m¦�¦	¯���¶%�¤���� u¬H�|� X �

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D ú ñ pl]´n�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEJ�L��eL a > 0
Q�_�hkLNQlV�Y�Lop��!J�L��eL

X ∈ X YXW�_�Lop�i
Jq]�OPHC\^]

π(X + a) = π(X) + a
©
π(aX) = aπ(X) m



�uù ��� ���|�������u���������

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��|÷��¤§#¦�¨u��§¾¸|ª�¨u W¦�¡³·r�
X
��§#¦�¦�¨J½	´���«�È���²!­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

FX

¸�¨u 
FX+a(x) = FX(x− a), x ∈ R+

�
FaX(x) = FX(x/a), x ∈ R+

¸|��  » ¨u u§�´
π(X + a) =

∫ ∞

0
g(1− FX(x− a)) dx =

∫ a

0
1 dx +

∫ ∞

a
g(1− FX(x− a)) dx

= a +
∫ ∞

0
g(1− FX(y)) dy = a + π(X)

�
π(aX) =

∫ ∞

0
g(1− FX(x/a)) dx = a

∫ ∞

0
g(1− FX(y)) dy = aπ(X). �

î1�¤­��|�¤��¨u u§Î§#¦�­�¹ý­���¡�«���� ~ �æ���[ x£�¢©·|£�¦�¨u¡�£P§#¦�­|� �³¯°�|��ª�¦�����¦*�� �¶P­���¡�«¼ u§s����·r�
�����
�����������³®���� ®������! l ³¸�«¼ ¤¨u u­|�©£/ u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨u¡µ£S«��¤«Î«�¢±�¤��¨u��·rÂ

Qα

­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£/¯���¶%�¤��®
�� u�� Y´�­� u¢u��£

α ∈ (0, 1)
�

ν(F ) = sup{x ∈ R| F (x) < α},
�H§# �ºC¦�¨W¿u¹1¨uÂY¯���¶%�¤�|�C¨©�¤«�ºC¦
¢u¹¾­|�©ºC¦�����¦�§z� ~ �æ���[ (¡
½	´���«�È���¦�¬

g = gα
¢u��¶%�

gα(v) =
{

0, 0 ≤ v ≤ α
¸

1, α < v ≤ 1
�

¸C0SÚ ¹�816981478169698¦Þ�4#"ùãx;=ÝøÝ9>­Þ�¾ À
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�Ü]z�D ÿ¥²1�w\PHK�tJEU¨RaJ�LcbdO2\PHCY�O X VXU�`�U�J�LuLNHKJ�LNMCOPJEQ�OIvqU[\PHKQEvqJ�L��eLs_�LNihl]E`�g!U ≤ Q´LNHKJ�LNMCOPJEQ�O¦_�hkOe`�_�LNvqHCOPJEQq] � m ¡ g!UXbdOSRu©�vqHCL � ]�Y2pl]�OPHC\^]´_�hkLN`XL^pEbdOPiJEQ�OSRT_�Lohl]E`�g!U ≤ ©�O2\{p�Q x ≤ y =⇒ x � y

`Ppq]
x, y ∈ X m

�
·|£	¨u u�� �¸�ª�¨u u¿u¹]§#¦�­|�¾­���¡�«��A¿u¹(·%�¾§# u�� ¤¨u u���� u¬0 ¤¨u�� u¡���¨u¦�·rÂu�� * ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£���­�¦³¶�®
�� uª�¨u¦�����£�¸� u�|�W¶r ©·|ºW�|�P¿u¹1¨uÂ�§# u�� ¤¨u u���� u¬5�T ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� �·r²�¿u u�� ��� u­±£�¶r«���¸���­� ©®
¶r ©·|ºC¦�����¦�§T«� ©¨u u­� u�� )£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£�¶%�¤���� u¦1��­�¦³¶r�� ¤ª�¨u¦°����¦¤¸±«��¤«C�� u«��©¯°¹¾¢±�¤¦�¨	¡³·r¦³¶|´�²*¥C¦�¦
��­� u¡�¨u u¦
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D9ö Ñ \£p�Q�RtO£hwUKh�Q�\Pg!U µ

RtLNJ�LNHCLNJEJEU�LNHKJ�L�\PQEHCO£p��!J�L@LNHKJ�LNMCOPJEQq]
_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQq] � ©�U _�L�\£pkOP`�J�O2Ot]�Y2pl]�OPHC\^]�_�hkLN`XLopEbdOPJEQ�OSRðLNHKJ�LNMCOPJEQq]�_�Lohl]E`�g!U ≤ ©HCL

µ
RtLNJ�LNHCLNJEJEU�Q�LNHKJ�L�\PQEHCO{p��!J�L ≤ m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrpm¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨P��¯0¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦�¬H·r u����ª�¦�¡�«¼ u¬mÈ�¦��� uª�«����
x ≤ y =⇒ x � y =⇒ µ(x) ≤ µ(y), x, y ∈ X .�

���¤«���§ý u¿u­|�©¯° u§¾¸r¢±�©ºJ�� Y´�§#¦�����¦� u��­�¦³¶r¦³·|£�¨uÂ�§# u�� ¤¨u u���� u¡�¨uÂ�§#¦�­�­���¡�«��J ¤¨u�� u¡���®
¨u¦³·rÂu�� �­|�©¯�·r��ª���¹(ÄT ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¬Tª|�¤¡�¨u��ª��� u�� ��� u­±£�¶r«����r����·r¦�¦�¿¤´°¶r¦�¨���¯�´�ª�¦��|��§# u�� ©®
¨u u���� u¡�¨uÂ=§#¦�­S­���¡�«���¸#¢u¢u¦³¶r¦�����¹(Ä/¢T�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦ ~ � ~  ¤¨u�� u¡���¨u¦�·rÂu�� = ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¬8�� ©®
­±£�¶r«��C��¯0�|�¤­|�¤��­|�¤½0���u� ���
î(¢u¦³¶r¦�§ý u��­�¦³¶r¦³·r¦�����£m¢u¹¾��´�«�·r u¬m��¢u u����´¼¨u u¬m½	´���«�È���¬��



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ���

ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�Ü]z�D±�ÅÂu�!JEg!ÃEQq]
f : A → R

©7VXU�`�U�JEJEUN]°JEU�YXW�_E�!g�pkLjRÍRaJ�LcbdO2\PHCY�O
A ⊆ R

©uJEU�VXWZYXU[OPHC\^]�YXW�_E�!g�pkLN�l©7O2\£p�Q�`Ppl]�_�hkLNQlV�Y�Lop��!JEWr®
x, y ∈ A

Q´p�Ä=�XL��eL
α ∈

(0, 1)
YXW�_�Lop�Jq]�OPHC\^]�J�O£hwU[Y�OPJ�\PHCY�L

f(αx + (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y).
� ~ � ~ ù! 

×�´���«�È���£
f
�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£�Y�L��jJE�!HCLN�|¸�¦�¡³·r�T¢�� ~ � ~ ù! A¢u¹1�� ©·r��£�¦�¨u¡µ£T��­� ¤¨u��¢u u�� ©·r �ºJ�� u¦

��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u ��è~#¡³·r����¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u �¢�� ~ � ~ ù! 1¡�¨u­� u�� u¦¤¸%¨u J�� u¢u u­¼£�¨J �\PHuhkL��eL)¢u¹¾��´�«�·r u¬
�;¢u u����´¼¨u u¬� ¾½	´���«�È������
$&%('�%*) +-,/. e�l ,/. h10)e3254¾f�e`f36Éh�7 , n�h)eNh87	h#259)e�g#2%h*i
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D å¢ê�O£hwU�h�Q�\Pg!U

ε
]EY2pl]�OPHC\^]�J�OP�!��WZYXU�Ä ª OP��LNHKJ�L�\PQEHCO{p��!J�L \PHCLNi

®EU[\PHKQEvlO2\PgwL��eL­`XLjRaQEJEQ�hkL�YXU�JEQq]l©7J�OP_�h�Qq]EHKQq]�h�Q�\Pg!U�©7LNHKJ�LNMCOPJEQq]�LN_EU[\PJ�L�\PHKQ�Q�_�LNi
hl]E`�g!U@\PHCLN_Ei�pkL�\2\ m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��#Ç)´±¡�¨uÂ

F,G ∈ F1
�

F ≤s G
¸#¨u =¦�¡�¨uÂ

F (x) ≥ G(x), x ∈ R
�

�x u�Ð¶%��¸� uª�¦�¢u��¶r�� �¸
F−1(v) ≤ G−1(v), v ∈ (0, 1)

¸� ¤¨u«�´°¶%��¸x�� �·r¦�§#§#¦m�¤� � ~ ¸�¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨
EF ≤ EG

¸%ª�¨u P ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨�§# u�� ¤¨u u���� u¡�¨uÂ
ε
 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·%Âu�� �¡�¨u °Ä¼�¤¡�¨±��ª�¦�¡°«¼ u�� J¶r u§#������®

­� u¢±�¤����£��
ËH u�� ¤¨u u���� u¡�¨uÂ

ε
 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� W�� u­±£�¶r«¼ u¢C��¦���­���£�¨u��£�­���¡�«��C�� u�|�¤¡��� u¡�¨u�H¢u¹(¨u¦³®

«��¤¦�¨=��¦��� u¡�­�¦³¶r¡�¨±¢u¦����� ]��¯� u��­�¦³¶r¦³·r¦�����£ » ¨u��Ä/�� u­¼£�¶r«¼ u¢�¸#��§# u�� ¤¨u u���� u¡�¨uÂ= ¤¨u�� u¡���®
¨u¦³·rÂu�� J�� u­±£�¶r«��Y¡�¨u u��® ·r u¡�¡)ÆP��¯	·r¦�§#§#¹Í�u� �uó�� �
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D±� ñ Q�\P_�O£hk\PQq] δ

]�Y2pl]�OPHC\^]fJ�O2Y�L2VjhwU[\PHKU�Ä ª OP��RtO£hkLN�ah�Q�\Pg!UaLNHKJ�LNi\PQEHCO{p��!J�Ls_�Lohl]E`�g!U1J�OP_�h�Qq]EHKQq]th�Q�\Pg!U�©�Q J�O·]�Y2pl]�OPHC\^]CRtLNJ�LNHCLNJEJ�LN��LNHKJ�L�\PQEHCO£p��!J�L
`^h��w�jQq®�hwU[\2\{RaU�Huh�Q�YXU[OSRaWr®�_�Lohl]E`�gwL�Y m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��r��¨u¢u¦�­±ºY¶r¦�����¦C P§# u�� ¤¨u u���� u¡�¨u�

δ
 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu��  ≤a

¨u­���¢u�|��·rÂ©®
�� �¸%�� u¡�«¼ ©·rÂu«�´

P ≤a Q
 ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨P¢Pª|�¤¡�¨u�� u¡�¨u��¸�ª�¨u �­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����¦

Q
¢u¹¾­� �ºY¶r¦��� �¸

¨©�¤«�ª�¨u 
δ(Q) = 0

¸�¨u u�Ð¶%�C«��¤«
δ(P ) ≥ 0

�¼�
·|£J¶r u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢±�Y ¤¨u¡�´¼¨u¡�¨±¢u��£H§# u�� ¤¨u u��®
�� u¡�¨u�m¢Y u¡�¨©��·rÂu��¹(Äm¡³·|´�ª|�©£�ÄP¶r u¡�¨¤�©¨u uª��� J��­���¢u¦�¡�¨u�m«¼ u��¨u­���­���§#¦�­|¹	�
�
·|£W ©¨u�� ¤Ã�¦�����£J¡�¨u �Ä¼�¤¡�¨u��ª|¦�¡�«� u�� 
¶r u§#������­� u¢±�¤����£Y«� u��¨u­���­���§#¦�­� u§Ï§# �ºC¦�¨0¡³·|´±®

ºJ��¨uÂ��|�¤¿u u­=­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����¬
W0, B1/2,W1

¸�«¼ ¤¨u u­�¹¾¦W­|�¤¡��� ©·r �ºC¦���¹Í�� �¡�¨u �Ä¼�¤¡�¨u��ª|¦³®
¡�«¼ u§�´=¶r u§#������­� u¢±�¤����²j¢5¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°§Í�� u­±£�¶r«¼¦��

W0 ≤s B1/2 ≤s W1
¸x�� 

δ(W0) =

δ(W1) = 0
¸
δ(B1/2) = 1/4

� � ´�ª�¦�¨u u§Z��­�¦³¶�·r �ºC¦�����£8�u� í±ù� ¤¨u¡�²(¶%��¢u¹1¨u¦�«��¤¦³¨5 ¤¨u¡³´¼¨¤®
¡�¨u¢u��¦0§# u�� ¤¨u u���� u¡�¨u�

δ
¢Y¡�§#¹¾¡³·r¦0�� u­±£�¶r«� u¢Y u�|�¤¡��� u¡�¨u�m��¡�¨u u��® ·r u¡�¡¤� �

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D±È ¡ RtOPMKU�JEJEW��Ðn��!JEg!ÃEQ�LNJEUcp
θβ
�	� m Ëwÿj��]�Y2pl]�OPHC\^]xJ�O2Y�L2VjhwU[\PHKU�iÄ ª QqR+LNHKJ�L�\PQEHCO{p��!J�L�J�OP_�h�Qq]EHKQq]´h�Q�\Pg!U�Q°J�Of]�Y2pl]�OPHC\^]�RtLNJ�LNHCLNJEJEWrR+LNHKJ�L�\eQEi

HCO{p��!J�LKL�\PHKUcp��!JEWr®�_�Lohl]E`�gwL�Y m



� ~ ��� ���|�������u���������

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��xËH u�� ¤¨u u���� u¡�¨uÂ
θβ

 ¤¨u�� u¡���¨u¦�·rÂu�� 5��¦���­���£�¨u��£Î­���¡�«��m uª�¦�¢u��¶r�|���
�
·|£m¶r u«��©¯°�©¨u¦³·rÂu¡�¨±¢±�� ¤¨u¡�´¼¨u¡�¨±¢u��£=§# u�� ¤¨u u���� u¡�¨u�= ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� H u¡�¨©��·rÂu��¹(ÄT�� u­¼£�¶�®
«¼ u¢�¸u¶r u¡�¨©�©¨u uª��� �¸�«��¤«J�W¢���­�¦³¶r¹(¶|´¼¥�¦�§/��­�¦³¶�·r �ºC¦�������¸���­���¢u¦�¡�¨u�P«� u��¨u­���­���§#¦�­W¶�·|£
¡�¨u °Ä��¤¡�¨u��ª�¦°¡�«� ¤�° Y¶r u§#������­� u¢±�¤����£��
Ç)´±¡�¨uÂ�¯°�|��ª�¦�����¦Y�|�¤­|�¤§#¦�¨u­|�

β > 0
½
��«�¡���­� u¢±�¤�� ���ë��¤¡�¡�§# ¤¨u­���§`­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

W0, B0,2/β,1/4,W2/β

��Å)ª�¦�¢u��¶r�� �¸
W0 ≤s B0,2/β,1/4 ≤s W2/β

��î(¹¾ª���¡³·|£�£=¯°�|��ª�¦�����£
θβ�|� » ¨u��ÄH­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�Ä�¸r�� ©·|´�ª|�¤¦�§

θβ(W0) = 0, θβ(W2/β) = −2/β, θβ(B0,2/β,1/4) = 1/(4β) > 0,

¨©�¤«5ª�¨u 
θβ(W0) < θβ(B0,2/β,1/4) > θβ(W2/β)

¸%ª�¨u ��� ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨� ¤¨u¡�´¼¨u¡�¨±¢u��¦C§# u�� ¤¨u u��®
�� u¡�¨u�

θβ
 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� J¡�¨u �Ä¼�¤¡�¨u�|ª�¦�¡�«� u�� Y¶r u§#������­� u¢±�¤����£�� �

$&%('�%:$ + e�g , f36Éh�7 , e�lmf/;89)f=<	e�k�n)f>2 . h
Ö)¯�´�ª���§S¨u¦���¦�­�ÂW§# u�� ¤¨u u���� u¡�¨uÂW½	´���«�È��� u�|��·%�C �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬��� ©·r¦�¯°�� u¡�¨u����Å)¿u ¤¯°�|��ª���§
FU ⊆ F

¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂJ½	´���«�È���¬m­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
F
¸�¶�·|£H«� ¤¨u u­�¹(ÄH����¨u¦���­|��·Ø� ~ �æ�u�� 

¡ÐÄ¼ °¶r��¨u¡�£��
Ê
�¤§8�� ©¨u­�¦�¿¤´±¦�¨u¡µ£m¡³·r¦³¶|´�²*¥Y�©£

ûmÜw�a�	Þ]z�D }¼{ ý Ì þPm ²1�w\PHK� EF
gwLNJ�OPvqJ�L mZñ pl]dYXW�_E�!g�pkLN�xn��!JEg!ÃEQEQ U

\P_�hwU[Y�OP`Pp�Q�Y�L
J�O£hwU[Y�OPJ�\PHCY�L

U(EF ) ≤ ρ(F )
©·U `Ppl]´Y�L��jJE�!HCLN�kæ

U(EF ) ≥ ρ(F ) m
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D }r}Ðê�O£hwUfh�Q�\Pg!U

ρ : FU → R
]�Y2pl]�OPHC\^]�J�OP�!��WZYXU�Ä ª OP�Ð��JEO2Y�L2VXihwU[\PHKU�Ä ª OP����LNHKJ�L�\PQEHCO£p��!J�L�_�Lohl]E`�g!U�J�OP_�h�Qq]EHKQq]­h�Q�\Pg!U�Y9HCL^RÅQ�HCLop��!gwL@Y­HCL^R

\{p��!vqU[Oj©·gwL��j`�U�n��!JEg!ÃEQq]
U
Y�L��jJE�!HKU��£YXW�_E�!g�p�Ue� m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��xÇ)´±¡�¨uÂT½	´���«�È���£
U
¢u u����´¼¨¤�5�

F ≤a G
��Ç	 u¡³·r¦³¶r��¦�¦� ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨�¸

ª�¨u 
G
£�¢©·|£�¦�¨u¡�£P¢u¹¾­� �ºY¶r¦����� u¬J½	´���«�È���¦�¬�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�¡*¦³¶r������ª���¹¾§/¡�«���ª�«¼ u§Î¢

¨u uª�«¼¦
EF

¸���  » ¨u u§�´W·r¦�§#§�� ~ �æ��ù
¶%�¤¦�¨ ρ(G) = U(EF ) ≥ ρ(F )
¸�¨u C¦�¡�¨uÂ

ρ
��¦)´�¿u¹¾¢±�¤¦�¨��

Ç)´±¡�¨uÂY¨u¦���¦�­�Â
ρ
£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£H��¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥�¦�¬m ¤¨u�� u¡���¨u¦�·rÂu��  ≤a

¸�¨u W¦�¡�¨uÂ�¸

ρ(F ) ≤ U(EF ), F ∈ FU .
� ~ � ~ �� 

�
·|£Ï¶r u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢±�=¢u u����´¼¨u u¡�¨u�
U
­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦��(¦�­���´�·�·r�

Ba,b,p��­��=��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹(Ä=½
��«¼¡���­� u¢±�¤����¹(Ä
a < b

��î(¹¾ª���¡³·|£�£=¦��� m§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡�«� u¦W �ºW��®
¶%�¤����¦

EBa,b,p
= (1 − p)a + pb

�Ï¯°�|��ª�¦�����¦
ρ
�|� » ¨u u§Ö­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����|��� ρ(Ba,b,p) =

(1− p)U(a) + pU(b)
¸|�H�� °¶r¡�¨©�¤¢©·|£�£H­�¦�¯�´�·rÂ�¨¤�©¨u¹Ì¢�� ~ � ~ �� ³¸��� ©·|´�ª|�¤¦�§=�

(1− p)U(a) + pU(b) ≤ U((1− p)a + pb), p ∈ [0, 1],

ª�¨u W�� W u��­�¦³¶r¦³·r¦�����²Ö�H ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨J¢u u����´¼¨u u¡�¨uÂ
U
�

� ·|´�ª|�¤¬m¢u¹¾��´�«�·r u¬
U
­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�¤¦�¨u¡µ£��¤�|��·r u����ª��� �� �



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� �u�

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D }�zzê�O£hwUfh�Q�\Pg!U
ρ : FU → R

]�Y2pl]�OPHC\^]�J�OP�!��WZYXU�Ä ª OP�Ð��JEO2Y�L2VXi
hwU[\PHKU�Ä ª OP����LNHKJ�L�\PQEHCO£p��!J�L@\PHCLP®EU[\PHKQEvlO2\PgwL��eL@`XLjRaQEJEQ�hkL�YXU�JEQq]�Y9HCL^RÅQ�HCLop��!gwL
YfHCLjR5\£p��!vqU[Oj©·gwL��j`�U@n��!JEg!ÃEQq]

U
]�Y2pl]�OPHC\^]�J�OP�!��WZYXU�Ä ª OP����J�O2Y�L2VjhwU[\PHKU�Ä ª OP��� m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp���Ç)´±¡³¨uÂ
U
£�¢©·|£�¦�¨u¡�£���¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥�¦�¬��|ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§S��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹¾¦

F,G ∈ FU
¸(¡�¢¤£�¯��¤����¹¾¦�¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦°§

F ≤s G
¸��ý�� u«��©ºC¦�§¾¸�ª�¨u 

ρ(F ) ≤ ρ(G)
�

� ¨u °Ä��¤¡�¨u��ª�¦°¡�«� u¦0¶r u§#������­� u¢±�¤����¦��� P u��­�¦³¶r¦³·r¦�����²ø ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨
F (x) ≥ G(x), x ∈ R ¸ ¤¨u«�´�¶%�=¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨

F−1(v) ≤ G−1(v), v ∈ [0, 1]
¸�¨¤�¤«Sª�¨u �¸���¡��� ©·rÂ¤¯�´¤£/·r¦�§#§�´'�u� �u��¸

�� ©·|´�ª|�¤¦�§ý¡)´�ª�¦�¨u u§ý§# u�� ¤¨u u���� u¡�¨u�
U
�

ρ(F ) =
∫

R
U(x) dF (x) =

∫ 1

0
U(F−1(v)) dv ≤

∫ 1

0
U(G−1(v)) dv = ρ(G),

ª�¨u W��¨u­�¦�¿u u¢±��·r u¡�Â��
Ç)´±¡�¨uÂ�¨u¦���¦�­�ÂH§#¦�­|�

ρ
£�¢©·|£�¦�¨u¡�£=��¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥�¦�¬] ©¨u�� u¡���¨u¦�·rÂu�� H¡�¨u °Ä��¤¡�¨u��ª�¦°¡�«� u�� 

¶r u§#������­� u¢±�¤����£��
F ≤s G =⇒ ρ(F ) ≤ ρ(G)

�rÇ	 u«��©ºC¦�§¾¸|ª�¨u J½	´���«�È���£
U
£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£

��¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥�¦�¬��±�
·|£ » ¨u u�� �­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Ï��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹¾¦ a < b
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F ≤s G ⇐⇒ F (x) ≥ G(x), x ∈ R+ =⇒

π(F ) =
∫ ∞

0
g(1− F (x)) dx ≤

∫ ∞

0
g(1−G(x)) dx = π(G). �
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c ∈ R+

F (x) ≤ G(x), x < c.

F (x) ≥ G(x), x ≥ c,
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[g(1− F (x))− g(1−G(x))] dx
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π(G)− π(F ) = g̃(w)
∫ ∞

0
(F (x)−G(x)) dx

= g̃(w)
[∫ ∞

0
(1−G(x)) dx−
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(1− F (x)) dx
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F (x) =



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1− b, 0 ≤ x < 1− λ
¸

1− a, 1− λ ≤ x < 1
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1, 1 ≤ x
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G(x) =
{

1− (λa + (1− λ)b), 0 ≤ x < 1
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1, 1 ≤ x
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π(F ) =
∫ 1−λ

0
g(b) dx +
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g(a) = λg(a) + (1− λ)g(b),
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0
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·r¦�����£P��¯ F ¸�¿¤´°¶r¦�§/ ¤¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂ X = {XF , F ∈ F} ��Ç	 0§�¦�­�¦)��¦� u¿°Ä± °¶r��§� ¤¡�¨u��¿¤´°¶r¦�§¡�ª���¨©�©¨uÂY½	´���«�È��� u�|��·

µ
¯���¶%�¤����¹¾§/�|� F ��·r�P�|� X ��Ê	¦� �¶r�� ¤¯°�|��ª��� u¡�¨u����­�� » ¨u u§/��¦¢u ¤¯°����«��¤¦�¨�¸%�� u¡�«� ©·rÂ¤«�´H¢u¡�¦0­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�¤¦�§#¹¾¦��|� X ½	´���«�È��� u�|��·r¹Ì¢u�� ©·r��¦0 u��­�¦³¶r¦³®·|£�²*¨u¡�£m­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦°§
F = FX ∈ F

�



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� �±é

ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�Ü]z�D }qÈÅÂu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp
µ : X → R

JEU�VXWZYXU[OPHC\^]´YXW�_E�!g�p�WrR5_�L�VXJEU�vlOPi
JEQEÄ�©IO2\£p�Q�`Ppl]´_�hkLNQlV�Y�Lop��!JEWr®

X,Y ∈ X Q�_�hkLNQlV�Y�Lop��!J�L��eL
λ ∈ (0, 1)

YXW�_�Lop�Jq]�OPHC\^]
J�O£hwU[Y�OPJ�\PHCY�L

µ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λµ(X) + (1− λ)µ(Y ).
� ~ � ~ �! 

×�´���«�È��� u�|��·
µ
�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£GY�L��jJE�!HKWrR �� S¯°�|��ª�¦�����²�¸*¦�¡³·r�`¯°�|�¤«`��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢±�ý¢

� ~ � ~ �! Y¯��¤§#¦���¦��N�|�Î��­� ¤¨u��¢u u�� ©·r �ºJ��¹¾¬�� ¡ HuhkL��eLH¢u¹¾��´�«�·r¹¾¬G�;¢u u����´¼¨u¹¾¬� �½	´���«�È���®
 u�|��·

µ
 u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨u¡µ£Ï¡W�� u§# ¤¥�Âu²�� ~ � ~ �! )¡� H¡�¨u­� u����§Ì��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u u§¾�§×�´���«�È��� u�|��·

µ
¸�¯���¶%�¤����¹¾¬Y�|��¢u¹¾��´�«�·r u§=§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦¾½	´���«�È���¬C­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����£ F ��·r�C¡³·|´�ª|�¤¬���¹(Ä¢u¦³·r��ª���� X ¿¤´°¶r¦�§]�|�©¯°¹¾¢±�©¨uÂ¦p�QEJ�OP�EJEWrR/�� 
­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��²T�;�� 	¯°�|��ª�¦�����²a ³¸±¦�¡³·r�W u�£�¢©·|£�¦�¨u¡�£m«��¤«H¢u¹¾��´�«�·r¹¾§¾¸|¨©�¤«H�H¢u u����´¼¨u¹¾§ý¢W¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨u¢¤´�²*¥�¦°§ý¡�§#¹¾¡³·r¦¤�
��Þ��	Üw��Þ�â�t�Ücz�D9z|{}²=h�Q�Q�\P_�Lop���V�L�YXU�JEQEQ�_�LNJq]EHKQq]´YXWZ_��wg�pkLN\PHKQ�_�L�VXJEU�vlOPJEQEÄ¥\£pkOPi
`��wOPHGQqRtOPHK�KY1YXQE`��C\£pkOP`��!Ä ª O2OaYXUXbxJEL�O7Lc�X\PHCLP]EHCO{p��w\PHCY�L mkÑ \£p�Q9n��!JEg!ÃEQEQ1hwU[\P_�hkOPi`XO{pkOPJEQw]

FX , FY

\£p��!vqU��EJEWr®9Y�O{p�QEvqQEJ
X
Q

Y
VXU�`�U�JEW�©�HCL¨|�HCL��eLaJ�OP`XL�\PHKU�HCLNvqJ�La`Ppl]

LN`�J�L2VXJEU�vqJ�L��eL VXU�`�U�JEQq]­hwU[\P_�hkOP`XO{pkOPJEQq]�\P�XRsRaW
X + Y

Qwp�Q�YXW�_E�!g�pkLN��gwL^Ra��QEJEU�ÃEQEQ
λX + (1− λ)Y

_�h�Q�n�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEJ�L^R
λ m ¤¦O2LN�2®�LN`�QqRtL¦VXJEU�HK� n��!JEg!ÃEQEÄýsuprq��	Ü�suß�â�p�NO pHw�Þ|s B w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ä FX,Y

\£p��!vqU��EJ�L��eLtY�OPg!HCLohwU
(X,Y ) mEç LN_XhkOP`XO{pkOPJEQEQP� m Ë G _�LN`^hwU�iVX�XRtO2YXU[OPHC\^]�YXW�_�Lop�J�OPJEQ�O�J�O£hwU[Y�OPJ�\PHCYXU´�	� m � H � _�h�QHà�
Pvrprü¢n��wJ�gwÃ�QEQ�\2L�YcRtO2\PHKJ�L��eLhwU[\P_�hkOP`XO{p�OPJEQq]

FX,Y
\aVXU�`�U�JEJEWrRaQ­RaUehk�jQEJEUcp��!JEWrRaQ

FX , FY m
Ç	¦�­�¦�¬�¶r¦�§ý«H��¡�¡³·r¦³¶r u¢±�¤����²Ö¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨u��«¼ u��«�­�¦�¨u��¹(Äm§#¦�­H­���¡�«����

$&%RQS%*) +-,/. e�l ,/. h10)e3254¾f�e`f36Éh�7 , n�h)eNh87	h#259)e�g#2%h*i
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D9z�}5Âu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp¦RaU�HCOSRaU�HKQEvlO2\PgwL��eLuLcbxQE`�U�JEQw]

ε
]�Y2pl]�OPHC\^]¦p�QEi

J�OP�EJEWrRT_�LuhwU[\P_�hkOP`XO{pkOPJEQEÄzQ�_�L¦VXJEU�vlOPJEQEÄ m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp�����¦�¬�¡�¨u¢u��¨±¦³·rÂu�� �¸¼��´±¡�¨uÂ

ε
¯���¶%�¤�W�|� X ¸¤¨u 0¦�¡�¨uÂ ε(X) = EX, X ∈

X ���x u�Ð¶%�
E(λX + (1− λ)Y ) = λEX + (1− λ)EY.

~#¡³·r�HºC¦
ε
¯���¶%�¤�H�|� F � ε(F ) =

∫
x dF (x), F ∈ F ¸�¨u Y´¼¨u¢u¦�­±ºY¶r¦�����¦�¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨P��¯

ε(λF + (1− λ)G) =
∫

x d(λF (x) + (1− λ)G(x))

= λ
∫

x dF (x) + (1− λ)
∫

x dG(x) = λε(F ) + (1− λ)ε(G).�
Å)¿u ¤¯°�|��ª���§ X2 ⊆ X

§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u m¡³·|´�ª|�¤¬���¹(Ä]¢u¦³·r��ª����
X
¸���§#¦�²*¥���ÄÏ«¼ u��¦�ª���¹¾¬

¢¤¨u u­� u¬�§# u§#¦���¨
EX2 �q�x u��¶%�	¶r��¡���¦�­�¡���£�§# �ºC¦�¨�­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�©¨uÂu¡µ£�«��¤«P½	´���«�È��� u�|��·

�|� X2
�
δ(X) = DX = EX2 − (EX)2 �



�uó ��� ���|�������u���������

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D9zrzÅÂu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp¯`�Q�\P_�O£hk\PQEQ
δ
]�Y2pl]�OPHC\^]ÐYXW�_E�!g�p�WrR'_�L­VXJEU�vlOPi

JEQEÄ m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��©Ç)´u¡�¨uÂ	�|�¤­|�*¡³·|´�ª|�¤¬���¹(ÄC¢u¦³·r��ª����

X,Y ∈ X2
��§#¦�¦�¨	«¼ u¢±�¤­��|�¤È���²

CXY = E(X − EX)(Y − EY ).

� �� u§# ¤¥�Âu² » ·r¦�§#¦���¨©�¤­���¹1Äm��­�¦� u¿u­|�©¯° u¢±�¤����¬H�� ©·|´�ª|�¤¦�§
δ(αX + (1− α)Y ) = D(αX + (1− α)Y )

= αδ(X) + (1− α)δ(Y )− α(1− α)(DX + DY − 2CXY ).
� ~ � ~ é[ 

Ç	 Y��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢¤´UTÍ¢±�¤­�È|�
CXY ≤

√
DXDY ,

 ¤¨u«�´�¶%�
DX + DY − 2CXY ≥ (

√
DX −

√
DY )2 ≥ 0,

��  » ¨u u§�´�� ~ � ~ é[ (¢©·r¦�ª�¦�¨
δ(αX + (1− α)Y ) ≤ αδ(X) + (1− α)δ(Y ),

� ~ � ~ ó! 
ª�¨u W ¤¯°�|��ª|�¤¦³¨J¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨uÂ

δ
�� C¯°�|��ª�¦�����²�� �Ê
�¤�� u§#����§8¡³·r¦³¶|´�²*¥���¦ » ·r¦�§#¦���¨¤�¤­���¹¾¦�½0�¤«�¨u¹a�

DX = E(X − EX)2 ≤ E(X − a)2, a ∈ R,
� ~ � ~ �! 

DX = E[X(X − EX)] = E[(X − a)(X − EX)], a ∈ R.
� ~ � �uù! 

�H¡�½
 u­�§�´°·r��­�´±¦�§
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D9z ú Âu�!JEg!ÃEQ�LNJEUcp�`�Q�\e_�O£hk\PQEQ�]�Y2pl]�OPHC\^]�Y�L��jJE�!HKWrR5_�LthwU[\P_�h�OP`XOPi
pkOPJEQEÄ m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp���Å)¿u ¤¯��|��ª���§

EF , DF
§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡�«� u¦W �ºJ��¶%�¤����¦Y��¶r��¡���¦�­�¡���²

½	´���«�È����/­|�¤¡���­�¦µ¶r¦³·r¦°����£
F
¸�¯��¤½
��«¼¡���­�´±¦�§Ö½	´���«�È����Î­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£

F,G ∈ F �ª���¡³·r 
λ ∈ [0, 1]

�Aî( u¡��� ©·rÂ¤¯° u¢±�¤¢¤Ã���¡�ÂS u��­�¦³¶r¦³·r¦�����¦°§À¶r��¡���¦�­�¡����5� ~ � �uù! J¡
a = 0

¸
�� ©·|´�ª|�¤¦�§=�

δ(λF + (1− λ)G) = DλF+(1−λ)G

=
∫

y(y − λEF − (1− λ)EG) d[λF (y) + (1− λ)G(y)]

=
∫

y2 d[λF (y) + (1− λ)G(y)]



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� �u�

−λEF

∫
y d[λF (y) + (1− λ)G(y)]− (1− λ)EG

∫
y d[λF (y) + (1− λ)G(y)]

= λEX2
F + (1− λ)EX2

G − λ2(EF )2 − 2λ(1− λ)EF EG − (1− λ)2(EG)2

= λDF + (1− λ)DG + λ(1− λ)(EF − EG)2

≥ λDF + (1− λ)DG = λδ(F ) + (1− λ)δ(G),

ª�¨u W��¨u­�¦�¿u u¢±��·r u¡�Â�� �
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D9z�ÿ ¡ RtOPMKU�JEJEW��Cn��!JEg!ÃEQ�LNJEUcp

θβ
�	� m Ëwÿj�I]�Y2pl]�OPHC\^] YXW�_E�!g�p�WrR¯_�LVXJEU�vlOPJEQEÄ¢Q�Y�L��jJE�!HKWrRT_�LuhwU[\P_�hkOP`XO{pkOeJEQEÄ m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrpT��¦��� u¡�­�¦³¶r¡�¨±¢u¦����� H¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨H��¯Y��­�¦³¶�·r �ºC¦�����¬ ~ � ~ �u¸ ~ � ~¤~ � ~ � ~ ���
�

$&%RQS%:$ + e�g , f36Éh�7 , e�lmf/;89)f=<	e�k�n)f>2 . h
Ö	¡�¡³·r¦³¶|´u¦°§8¨u¦���¦�­�ÂJ¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨uÂJ§#¦�­�¹Z­���¡�«��

ρ
�

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D9zrö
ρ
]�Y2pl]�OPHC\^]­p�QEJ�OP�EJEWrRGn��!JEg!ÃEQ�LNJEUcpkLjRG_�LuhwU[\P_�hkOP`XO{pkOPJEQEÄ m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp]¡�­|�©¯�´T¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨5��¯�� ~ �æ�u�� e��¯��¤½
��«¼¡���­�´u¦�§
F,G ∈ F ¸ λ ∈ (0, 1)

¸
¨u u�Ð¶%�

ρ(λF + (1− λ)G) =
∫

U(v) d[λF (v) + (1− λ)G(v)]

= λ
∫

U(v) dF (v) + (1− λ)
∫

U(v) dG(v) = λρ(F ) + (1− λ)ρ(G). �
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D9z��zê�O£hwU�h�Q�\Pg!U

ρ
YXW�_E�!g�p�UÐ�£Y�L��jJE�!HKUe��_�L´VXJEU�vlOPJEQEÄ'HCL��j`�U�Q

HCL^p��!gwLKHCL��j`�U�©·gwL��j`�U�n��!JEg!ÃEQq]
U
YXW�_E�!g�p�U��£Y�L��jJE�!HKUe� m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��|Ç)´u¡�¨uÂ
U
¢u¹¾��´�«�·%����÷��¤½
��«�¡���­�´u¦�§ý��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹¾¦

X,Y ∈ XU

�
��­� u��¯°¢u ©·rÂu�� u¦
ª���¡³·r 

λ ∈ [0, 1]
�EÖ	§#¦�¦�§=�

ρ(λX + (1− λ)Y ) = EU(λX + (1− λ)Y )

≤ E(λU(X) + (1− λ)U(Y )) = λρ(X) + (1− λ)ρ(Y ),

¨u W¦�¡�¨uÂ
ρ
£�¢©·|£�¦�¨u¡�£H¢u¹¾��´�«�·r u¬m�� Y¯��|��ª�¦�����²��

Ç)´±¡�¨uÂ�¨u¦���¦�­�Â
ρ
¢u¹¾��´�«�·%���� J¯°�|��ª�¦�����²����
·|£

a ∈ R
 u¿u ¤¯°�|��ª���§

Va
¢u¹¾­� �ºY¶r¦���®

��´�²Z¡³·|´�ª|�¤¬���´�²Z¢u¦³·r��ª�����´P¡�½	´���«�È���¦�¬�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£
Wa
��¯C� ~ � �! ³��÷��¤½
��«¼¡���­�´u¦�§

��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹¾¦
v, w

��¯m u¿©·%�¤¡�¨u�ý u��­�¦³¶r¦³·r¦�����£
U
¸���­� u��¯°¢u ©·rÂu�� u¦Hª���¡³·r 

λ ∈ [0, 1]
¸

�Î­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Í¢u¹¾­� �ºY¶r¦�����¹¾¦�¡³·|´�ª|�¤¬���¹¾¦H¢u¦³·r��ª�����¹
Vv, Vw

��î(¢u��¶|´Æ� ~ �æ� ~  
��§#¦�¦�§=�



í±ù ��� ���|�������u���������

ρ(Vv) = U(v)
¸
ρ(Vw) = U(w)

¸�«�­� u§#¦Y¨u u�� �¸
λVv + (1 − λ)Vw = Vλv+(1−λ)w

¸� ¤¨u«�´°¶%�
U(λVv + (1− λ)Vw) = U(Vλv+(1−λ)w)

¸�¨©�¤«Hª�¨u J�� Y¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨u�
ρ

ρ(λVv + (1− λ)Vw) ≤ λρ(Vv) + (1− λ)ρ(Vw),

ª�¨u W ¤¯°�|��ª|�¤¦³¨
U(λv + (1− λ)w) ≤ λU(v) + (1− λ)U(w),

¨u W¦�¡�¨uÂ�¸r¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨uÂ
U
���� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢u Y¶�·|£�¡³·|´�ª|�©£m¢u u����´¼¨u ¤¡�¨±���¤�|��·r u����ª��� �� �

$&%RQS%(' + e�g ,@? f#k�lBA&CÍe�n�n)f/; ? e�g)f�i . n)f>2 . h
Ç	¦�­�¦�¬�¶r¦�§'«���¡�¡³·r¦³¶r u¢±�¤����²ø¢u¹¾��´�«�·r ¤¡�¨±�T§#¦�­�¹Ì­���¡�«��

π
��Ê
�¤§ý�� u�|��¶r u¿u��¨u¡µ£�¡³·r¦³¶|´±®

²*¥���¬m­�¦�¯�´°·rÂ�¨©�©¨P��¯ � é ~ � �
ûmÜw�a�	Þ]z�D9z%å¢ê�O£hwU1h�Q�\Pg!U

π
]�Y2pl]�OPHC\^]´\P�!�eU�`�`�QEHKQ�YXJ�LN��JEU X æ

π(X + Y ) ≤ π(X) + π(Y ), X, Y ∈ X ,

HCL��j`�U Q�HCL^p��!gwLKHCL��j`�U�©·gwL��j`�U
g
Y�L��jJE�!HKU m

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D9z��ÅÂu�!JEg!ÃEQq]
g
Y�L��jJE�!HKU�HCL��j`�U�QÐHCLop��!gwL�HCL��j`�U�©KgwL��j`�U�RtO£hwU

h�Q�\Pg!U
π
]�Y2pl]�OPHC\^]´YXW�_E�!g�pkLN��_�L¦VXJEU�vlOPJEQEÄ m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��1Ç)´±¡�¨uÂ
g
¢u u����´¼¨©���¨�� u��¶%�=¶�·|£N��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹(ÄN­���¡�«� u¢

X,Y
�

ª���¡³·%�
α ∈ [0, 1]

��¯0·r¦�§#§#¹ ~ � ~ éC���� ©·r �ºJ��¨u¦³·rÂu�� u¬m �¶r�� u­� °¶r�� u¡�¨u�
π
�;��­�¦³¶�·r �ºY¦�����¦

~ � �! (¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨E�

π(αX + (1− α)Y ) ≤ π(αX) + π((1− α)Y ) = απ(X) + (1− α)π(Y ),

ª�¨u W�H ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨J¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨uÂ
π
�� C¯°�|��ª�¦�����²��

Ç)´±¡�¨uÂY¨u¦���¦�­�Â
π
¢u¹¾��´�«�·%�Y�� Y¯°�|��ª�¦�����²����x u�Ð¶%��¶�·|£H��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹(Ä

X,Y ∈ X

π
(

X + Y

2

)
≤ π(X) + π(Y )

2
,

ª�¨u Y¢¤§�¦�¡�¨u¦
¡)�� ©·r �ºJ��¨u¦³·rÂu�� u¬� �¶r�� u­� °¶r�� u¡�¨uÂu²
π
¢©·r¦�ª�¦�¨

π(X + Y ) ≤ π(X) + π(Y )
¸

�C�� C·r¦�§#§#¦ ~ � ~ é� ¤¨u¡�²(¶%�W¡³·r¦³¶|´u¦�¨P¢u u����´¼¨u u¡�¨±Â
g
� �

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D9z�ÈÅÂu�!JEg!ÃEQq]
g
Y�L��jJE�!HKU HCL��j`�U�Q�HCLop��!gwLCHCL��j`�U�©�gwL��j`�UCRtO£hwU

π]�Y2pl]�OPHC\^]´Y�L��jJE�!HCLN��_�LuhwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQEÄ m



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� í��

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��rÇ)´u¡�¨uÂ
g
¢u u����´¼¨©��¸

F,G ∈ F ÆJ¶r¢u¦0½	´���«�È����5­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�¸ λÆJ��­� u��¯°¢u ©·rÂu�� u¦
ª���¡³·r W��¯0 ¤¨u­�¦�¯°«��
[0, 1]

¸�¨u u��¶%�

π(λF + (1− λ)G) =
∫ ∞

0
g[λ(1− F (t)) + (1− λ)(1−G(t))] dt

≥ λ
∫ ∞

0
g(1− F (t)) dt + (1− λ)

∫ ∞

0
g(1−G(t)) dt = λπ(F ) + (1− λ)π(G),

ª�¨u C¶r u«��©¯°¹¾¢u�¤¦�¨J¢u u����´¼¨u u¡�¨±Â
π
�� W­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����²��

Ç)´±¡�¨uÂ�¨u¦���¦�­�Â
π
¢¤ u����´¼¨¤���� 0­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��²�¸�¨u �¦�¡�¨uÂ0¶�·|£Y·r²�¿u¹(ÄJ½	´���«�È���¬P­|�¤¡³®

��­�¦³¶r¦³·r¦�����£
F,G ∈ S �H��­� u��¯�¢u ©·rÂu�� u�� Wª���¡³·%� λ ∈ [0, 1]

¢u¹¾�� ©·r��£�¦�¨u¡�£

π(λF + (1− λ)G) ≥ λπ(F ) + (1− λ)π(G).
� ~ � ���� 

÷��¤½
��«¼¡���­�´±¦�§'��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹¾¦
p, q, λ ∈ [0, 1]

��­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§N¿u¦�­���´�·�·r��¦�¢u¡�«���¦Y½	´���«�®
È�����­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

Bp, Bq

�lÖ�ÄJ¡�§#¦�¡�ÂC uª�¦�¢u��¶r�� �¸�­|�¤¢u�|�
Bλp+(1−λ)q

�lÖ)¯C� ~ �æ���! �¢u¹1¨u¦³®
«��¤¦�¨

π(Bp) = g(p), π(Bq) = g(q), π(Bλp+(1−λ)q) = g(λp + (1− λ)q),
¨©�¤«�ª�¨u 9� ~ � ���� #¢©·r¦�ª�¦�¨

g(λp + (1−λ)q) ≥ λg(p) + (1−λ)g(q)
¸�ª�¨u ��J¨u­�¦�¿u u¢±��·r u¡�Â�� �

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTz�D ú {ÍÂu�!JEg!ÃEQq]
g
YXW�_E�!g�p�U HCL��j`�U�Q�HCLop��!gwLCHCL��j`�U�©�gwL��j`�UCRtO£hwU

π]�Y2pl]�OPHC\^]´YXW�_E�!g�pkLN��_�LuhwU[\P_�hkOP`XO{pkOPJEQEÄ m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrpm��­� u¢u °¶r��¨u¡�£H¨©�¤«�ºC¦¤¸|«��¤«H�P¶r u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨±¢u J��­�¦³¶�·r �ºC¦�����£ ~ � ~ ���
¸C0^ó ìTº»á9>­ÞZÁ�;=69>9;³ãx;=ÝøÝ9>­Þ�¾ À
$&%:V&%*) W h#254�g)e . h�k ,/X h*i,g , 259�g)e57
eY<	e�n�h*i
Ç)´u¡�¨uÂ

F
Æ)��­� u��¯°¢u ©·rÂu�|�©£�½	´���«�È���£�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£C�|�

R+

¸©�
XF

Æ	¡³·|´�ª|�¤¬��|�©£�¢u¦³·r��®
ª����|��¸���§#¦�²*¥C�©£5½	´���«�È���²ø­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

F
��÷��¤½
��«�¡���­�´u¦�§

α > 0
�5­|�¤¡�¡�§� ©¨u­���§

����¨u¦�­�¢±��·r¹
∆k = [(k − 1)α, kα)

¸
k = 1, 2, . . .

�%Å)¿u ¤¯°�|��ª���§

pk = F (kα−)− F ((k − 1)α−) = P{XF ∈ ∆k}, k = 1, 2, . . . .
� ~ � � ~  

Z&[�\^]`_�]bababcedgfihejlkF]bmgj�_ �1î(¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�T� ~ � � ~  C��­�������¡�¹¾¢±�¤²*¨±¡�£Á¯°�|��ª�¦�����£�§
rk =

(k − 1)α, k = 1, 2, . . .
� 	 ����­� u«¼¡���§#��­�´�²*¥Y�©£m½	´���«�È���£H­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£m��§#¦�¦�¨J¢u��¶

Fl(x) =
k∑

i=1

pi, x ∈ ∆k, k = 1, 2, . . .

n/c�]b\^]e_o]IababcedgfihejlkF]bmgj�_ ��î(¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�Ð� ~ � � ~  ���­�������¡�¹¾¢±�¤²*¨±¡�£Ï¯°�|��ª�¦�����£�§
rk =

kα, k = 1, 2, . . .
� 	 ����­� u«¼¡���§#��­�´�²*¥Y�©£m½	´���«�È���£H­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£m��§#¦�¦�¨J¢u��¶

Fr(x) =
k−1∑

i=1

pi, x ∈ ∆k, k = 1, 2, . . .



í ~ ��� ���|�������u���������

pF[�q`rbc�]`s5t�q�]`_u]bababcedgfihejlkF]bmgj�_ ��î(¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�Æ� ~ � � ~  )��­�������¡�¹¾¢±�¤²*¨u¡µ£]¯°�|��ª�¦�����£�§
rk = (k−1/2)α, k = 1, 2, . . .

� 	 ����­� u«¼¡���§#��­�´�²*¥Y�©£C½	´���«�È���£�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£Y��§#¦�¦³¨
¢u��¶

Fc(x) =
k∑

i=1

pi, x ∈ Λk, k = 0, 1, 2, . . . ,

�Ð¶r¦
Λ0 = [0, α/2)

¸
Λk = [(k − 1/2)α, (k + 1/2)α)

¸
k = 1, 2, . . .

�
$&%:V&%:$ + e�g , f36Éh�7 , e�lmf/;89)f=<	e�k�n)f>2 . h
Ç)´u¡�¨uÂ
­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦

P ∈ P ¶r��¡�«�­�¦�¨u�� �¸¤¨u 	¦�¡�¨uÂ	¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´±¦�¨0��¦1¿u ©·r¦�¦(ª�¦�§T¡�ª�¦�¨u�|�©£¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂm¨u uª�¦�«
R = {r1, r2, . . .} ⊆ R

¨©�¤«��©£�¸�ª�¨u 
P (R) = 1

�xÇ	­�� » ¨u u§Ì­|�¤¡³®
��­�¦³¶r¦³·r¦�����¦	¢u�� ©·r��¦* u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨u¡µ£P¯°�|��ª�¦�����£�§#���|�
¨u uª�«���ÄJ��¯

R
�
P ({rk}) = pk, k =

1, 2, . . .
�

Ç)´±¡�¨uÂ
ρ(P ) =

∫
R U(r) dP (r)

Æ� �ºJ��¶%�¤¦�§��©£m�� ©·r¦�¯°�� u¡�¨uÂ�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
P ∈ P ��
·|£P¶r��¡�«�­�¦�¨±�� u�� J­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£m½
 u­�§�´�·%�C¢u¹¾ª���¡³·r¦�����£m¦�¡�¨uÂ

ρ(P ) =
∞∑

k=1

U(rk)pk.

~#¡³·r� R = R+
�H½	´���«�È���£m­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

F
��¦���­�¦�­�¹¾¢u�|��¸r¨u Y¶�·|£H��­���¿©·r��ºC¦���®

�� u�� W¢u¹¾ª���¡³·r¦�����£
ρ(F )

¢u ¤¯°§# �ºJ�� Y��­���§#¦���¦�����¦��¤����­� u«¼¡���§��¤È���¬m��¯ ~ �ñ���æ�u�
$&%:V&%(' + e�g ,@? f#k�lBA&CÍe�n�n)f/; ? e�g)f�i . n)f>2 . h
éTtxsuy�w�Ü¼ß�â�prÜmw�Þ|s B w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�txÜ
�
·|£�½	´���«�È����Y­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����£

F
 u¿u ¤¯°�|��ª���§

F
¶r u�� ©·r����¨u¦³·rÂu��´�²Á½	´���«�È���²Á­|�¤¡���­�¦³®

¶r¦³·r¦�����£�¸r¢u¹¾ª���¡³·|£�¦�§�´�²Ö�� W½
 u­�§�´°·r¦

F (x) = 1− F (x), x ∈ R.

Ç)´u¡�¨uÂ
π(F ) =

∫∞
0 g(F (x)) dx

Æ�§#¦�­|�J¢u ¤¯°§�´¼¥�¦����� u¬5¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u����~#¡³·r�5­|�¤¡���­�¦³¶r¦³®
·r¦�����¦¾¶r��¡�«�­�¦�¨u�| �¸��	¨u uª�«��

R
¯��¤��´�§#¦�­� u¢±�¤��¹ý¢
�� u­¼£�¶r«¼¦A¢u ¤¯°­|�¤¡�¨¤�¤����£��

r1 < r2 < . . .
¸

¨u )½	´���«�È���£C­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
F
�0¶r u�� ©·r����¨u¦³·rÂu�|�©£C½	´���«�È���£�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

F
��§#¦³®

²*¨J¢u��¶
F (x) =

∑

k: xk≤x

pk; F (x) =
∑

k: xk>x

pk.

Å)¿u ¤¯°�|��ª���¢
wi = g

(
∞∑

k=i

pk

)
, i = 1, 2, . . . ,

�H�� ©·r �ºJ��¢
r0 = 0

¸|��§#¦�¦�§

π(F ) =
∞∑

i=1

(ri − ri−1)wi =
∞∑

i=1

ri(wi − wi+1).



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� í±�

~#¡³·r�
R
«¼ u��¦�ª��� ��

R = {r1, . . . , rn}
¸�¨u W½
 u­�§�´�·r¹`��­��� u¿u­�¦�¨¤�¤²*¨J¢u��¶

π(F ) =
n∑

i=1

(ri − ri−1)wi =
n∑

i=1

ri(wi − wi+1),
� ~ � �u�! 

�W¦�¡µ·r��­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¦�«H¨u u§�´�ºC¦0­|�¤¢u�� u§#¦�­��� J�|�
R
¸|¨u J¦�¡�¨uÂ

p1 = . . . = pn = 1/n
¸

¨u 
wi = g

(
n− i + 1

n

)
, i = 1, 2, . . . , n.

� ~ � �¤íw 
×� u­�§�´�·r¹T� ~ � �u�! ³¸�� ~ � �¤íw �§# �ºJ�� ���¡��� ©·rÂ¤¯° u¢±�©¨uÂC��­�����­���§#¦���¦������H§#¦�¨u °¶%�WËH u��¨u¦³®

�
�¤­�·r ���î » ¨u u§`¡³·|´�ª|�¤¦ r1, . . . , rn
£�¢©·|£�²*¨u¡µ£T­�¦°��·r��¯��¤È���£�§#�]¡µ·|´�ª|�¤¬��� u¬]¢u¦³·r��ª�����¹	¸

�� ©·|´�ª�¦�����¹¾§#��§#¦�¨u °¶r u§ÁËH u��¨u¦³® �
�¤­�·r �¸r��´��� u­¼£�¶r uª�¦�����¹¾§#�m�� Y¢u ¤¯°­|�¤¡�¨¤�¤����²��
oHÜ B w�Ü¼w�ãYqrâ�prÜ5w�Þ|s B w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�Ü
ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§/§#¦�¨u °¶r¹Á��­���¿©·r��ºY¦����� ¤�� �¢u¹¾ª���¡³·r¦�����£P§#¦�­�¹

π
¶�·|£J��¦���­�¦�­�¹¾¢u��¹(Ä�­|�¤¡³®

��­�¦³¶r¦³·r¦�����¬��
Ç	­��/��¡��� ©·rÂ¤¯° u¢±�¤�����Ï·r¦�¢u u¬/�¤����­� u«�¡���§��©È����

F
�� ©·|´�ª|�¤¦�§Ö¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°¦���­���¿©·r��®

ºC¦�����¦)¶�·|£
π
�

πl(F ) = π(Fl) =
∞∑

k=1

∫

∆k

g(1− Fl(x)) dx

= α
∞∑

k=1

g

(
1−

k∑

i=1

pi

)
dx = α

∞∑

k=1

wk,
� ~ � �±�[ 

�Ð¶r¦
wk = g

(
1−

k∑

i=1

pi

)
.

� ~ � �u�! 
Ç	­��Á��¡��� ©·rÂ¤¯° u¢±�¤�����'��­|�¤¢u u¬Á��·r�ÁÈ�¦���¨u­|��·rÂu�� u¬`�¤����­� u«¼¡���§��¤È����'��§#¦�¦�§¾¸1¡� u ¤¨u¢u¦�¨©®
¡�¨u¢u¦����� �¸

πr(F ) = π(Fr) = α

(
1 +

∞∑

k=1

wk

)
,

πc(F ) = π(Fc) = α

(
1

2
+
∞∑

k=1

wk

)
,

�Ð¶r¦
wk
 u��­�¦³¶r¦³·r¦���¹ý¢ � ~ � �u�! ³�uÇ	 u¡�«¼ ©·rÂu«�´

Fl ≤s F ≤s Fr
¸±�)§#¦�­|�
­���¡�«��

π
§# u�� ¤¨u u���|�

 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� �¡�¨u °Ä¼�¤¡�¨±��ª�¦�¡°«¼ u�� J¶r u§#������­� u¢±�¤����£�¸r��§#¦�¦�§
πl(F ) ≤ π(F ) ≤ πr(F )

¸r��¸
¨©�¤«'«��¤«

πr(F ) − πc(F ) = πc(F ) − πl(F ) = α/2
¸( ¤Ã���¿u«��Î�¤����­� u«�¡���§��¤È����

π(F )�� u¡�­�¦³¶r¡�¨u¢u u§
πc(F )

��¦
��­�¦�¢u¹1ÃC�¤¦�¨
α/2

�
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$ � % &xw ×/Ó)(ÍØ+* y ÔÖØ ÔÌÓ�Ù{z

îÌ�|�¤¡�¨u �£�¥�¦�¬]�Ð·%�¤¢u¦Y u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£]«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«���¬]¡��� u¡� u¿���­���§�¦���¦�����£]§#¦�­=­���¡�«���¢
¯���¶%��ª|��Ä5��­�����£�¨u��£=­�¦�Ã�¦�����¬=�|�P��­���§#¦�­�¦Y¡�¨©�¤��¶%�¤­�¨u��¹1Ä5¯���¶%��ªT�� u­�¨u½
¦³·rÂu�� u�� H�¤�|��®
·r��¯����%îN�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦����æ�0��­���¢u¦³¶r¦��|�J�� u¡�¨©�¤�� u¢u«��Y¯���¶%��ª����m¢u¢u¦µ¶r¦��� P�� u��£�¨u��¦�¢u¹¾��´�«�®
·r u¡�¨u�m§#¦�­�¹`­���¡�«��Y�� W�� u­�¨u½
¦³·r²�������·r¦�¦¤¸|¢W�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦0��� ~ ��¡�¡³·r¦³¶|´±¦�¨±¡�£�¡�¦�§#¦�¬�¡�¨±¢u 
�� u­�¨u½
¦³·r¦�¬H¢¤¨u u­� u�� Y�� u­±£�¶r«���¸�¢C«¼ ¤¨u u­�¹(Ä�­�¦�Ã�¦�����¦
��­�������§��¤¦�¨u¡µ£H�|�� u¡��� u¢±�¤������«¼ ©®
¢±�¤­��|�¤È��� u���� u¬8¡�¨u­�´�«�¨u´�­�¹ ­|�¤¡���­�¦µ¶r¦³·r¦°����£Á¡� u¡�¨u �£�����¬Á¡�­�¦³¶r¹	�1îÀ�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦���� ��� ~
´u¡�¨¤�¤�|�¤¢©·r��¢±�¤²*¨u¡�£m¡�¢¤£�¯°�m¡	§#¦�¨u �¶r u§8§��¤«¼¡���§#��¯��¤È����m �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬��� ©·r¦�¯°�� u¡�¨u���

Ú 02/ ÷+8¦Þ�4=Àt698¦Ü1¾fÀ}|¨Àuà�Àsá9>
ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Sª|�¤¡�¨u��¹¾¬�¡³·|´�ª|�¤¬� u¿¤¥�¦�¬J¯���¶%��ª��P��­�����£�¨u��£�­�¦�Ã�¦�����¬��;¡�§¾� ~ �æ�� ³¸¼��¯°¢u¦�¡�¨©®
��¹¾¬�¸#«��¤«S��­� u¿©·r¦�§��5¢u¹¾¿u u­|�5�� u­�¨u½
¦³·|£���Ê
�¤�� u§#����§¾¸�ª�¨u 5¶�·|£/�� u¡�¨¤�¤�� u¢u«��/¯���¶%��ª��
��¦� u¿°Ä¼ °¶r��§# S¯���¶%�©¨uÂ8 u����¡��¤����¦]¡� u¡�¨u �£�����¬Z¡�­�¦³¶r¹ ¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹¾§,��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u u§
(S,A,P)

¸�§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±�H­�¦�¯�´°·rÂ�¨¤�©¨u u¢HÆ5��¯°§#¦�­���§#¹¾§Ì��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨u¢u u§
(R,B)

¸� u��­�¦³¶r¦³®
·r��¨uÂY§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u C­�¦�Ã�¦�����¬ D ¸��P´�«��©¯��©¨uÂY ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦ ξ : S ×D → R ¸���¯°§#¦�­���§# u¦ ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� 

s
��­��H«��©ºY¶r u§S½
��«¼¡���­� u¢±�¤���� u§

d ∈ D �Ç)´±¡�¨uÂH�|��­�¹¾��«�¦Y��­���¡�´¼¨±¡�¨±¢¤´�²*¨
n
½
���|�¤��¡� u¢¤¹(Ä=����¡�¨u­�´�§#¦���¨u u¢�¸�Ä��¤­|�¤«�¨u¦�­���¯�´±¦³®

§#¹(Ä�¡�¢u u¦�¬P¶r �Ä± °¶r�� u¡�¨uÂu²�¸r«¼ ¤¨u u­|�©£���­� u�� u­�È��� u�|��·rÂu�|�C¢u¦³·r��ª�����¦0¢©·r �ºC¦����� u�� Y¢Y����Ä
«��¤����¨¤��·%��¸x�Î��­��Î¢©·r �ºC¦������Î¦³¶r������ª��� u�� T«��¤����¨©��·%�5¢

i
® ¬Ï����¡�¨u­�´�§#¦���¨= u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨©®

¡�£5¡³·|´�ª|�¤¬��� u¬T¢u¦³·r��ª����� u¬
Xi

¸
i = 1, . . . , n

�r�� °Ä¼ °¶r�� u¡�¨u�T ¤¨°¶r¦³·rÂu��¹(ÄT����¡�¨u­�´�§#¦���¨u u¢
��¦�£�¢©·|£�²*¨u¡µ£�¸1¢u u u¿¤¥�¦5�� u¢¤ u­¼£�¸(¡�¨u °Ä��¤¡�¨u��ª�¦°¡�«��`��¦�¯��¤¢u��¡���§#¹¾§#��¸¾¨©�¤«'ª�¨u S��ÄÁ�� u¢u¦³®
¶r¦�����¦0Ä��¤­|�¤«�¨u¦�­���¯�´±¦�¨±¡µ£5¡� u¢u§#¦�¡�¨u��¹¾§N­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����¦�§N¢u¦�«�¨u u­|�

(X1, . . . , Xn)T ¸%��¶r¦
¢u¦�­uÄ�����¬m����¶r¦�«¼¡

T
 ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨Y¨u­|�¤��¡��� u����­� u¢±�¤����¦¤� �  u¡�¨u �£�����¦0¡�­�¦³¶r¹` u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨u¡µ£m¢

¶%�¤���� u§Ï¡³·|´�ª|�¤¦�¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹A§Î��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u u§
(Rn,Bn,P)

¸¼�Ð¶r¦ Bn ÆC¿u u­�¦³·r¦�¢u¡�«��©£
σ
® ��·r��¦�¿u­|�C¢

R
n ¸r�

P
ÆP¡� u¢u§#¦�¡�¨u�� u¦�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦�¢u¦�«�¨u u­|�

X
�

ëx¦�Ã�¦�����¦�§
y = (y1, . . . , yn)

¢H¶%�¤���� u¬]¯���¶%��ª�¦J£�¢©·|£�¦�¨u¡�£Î¡��� u¡� u¿�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
¦³¶r������ª��� u�� /«��¤����¨©��·%�Î§#¦�ºY¶|´8����¡�¨u­�´�§#¦���¨¤�¤§#���¾¢

i
® ¬Á����¡�¨u­�´�§#¦°��¨8¢u«�·%��¶r¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� í¼�

¶r ©·|£
yi, i = 1, . . . , n

¸�¨¤�¤«�ª�¨u 
y1 + . . . + yn = 1

¸���  » ¨u u§�´�§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u C­�¦�Ã�¦�����¬H¦�¡�¨uÂ

D ⊆ Ln = {y = (y1, . . . , yn) ∈ R
n| y1 + . . . + yn = 1}. � ���æ�� 

ëx¦�¯�´°·rÂ�¨©�©¨± u§Î­�¦�Ã�¦�����£
y ∈ D £�¢©·|£�¦�¨u¡µ£W¶r °Ä± °¶r�� u¡�¨uÂC¡�½
 u­�§#��­� u¢u�¤���� u�� ��� u­�¨u½
¦³®·|£�¸|¢u¹¾ª���¡³·|£�¦�§��©£H�� W½
 ¤­�§#´°·r¦

Y = Yy = y1X1 + . . . ynXn,
� ��� ~  

«¼ ¤¨u u­|�©£8¯���¶%�¤¦�¨Î ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦
ξ
�
Y
��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·|£�¦�¨/¡� u¿u u¬ý¡³·|´�ª|�¤¬���´�² ¢u¦³·r��ª�����´8¡

½	´���«�È���¦�¬Ï­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
Fy

¸�¯��¤¢u��¡�£�¥�¦�¬Ï ¤¨m­�¦�Ã�¦�����£
y
¸���¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂ�¢u¡�¦�¢u ¤¯�®

§# �ºJ��¹(Ä�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����|¬
F = {Fy, y ∈ D}

��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·|£�¦�¨�¡� u¿u u¬m§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u �¸%��¯�«� ¤¨u u­� u�� J��­�¦³¶r¡�¨u u��¨�¢u¹¾¿u��­|�©¨uÂJ�|�¤��·|´�ª�Ã�¦�¦­�;¢
¡�§#¹¾¡³·r¦0��¦�«� ¤¨u u­� u�� J ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£m��­�¦³¶r�� uª�¨u¦��|��£ �  1­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦u����¤«���§S u¿u­|�©¯° u§¾¸�¢u¡�¦ » ·r¦�§#¦���¨u¹Z¯���¶%��ª�����­�����£�¨u��£m­�¦³Ã�¦�����£m u��­�¦³¶r¦³·r¦���¹	��Å�¨u�� ©®
Ã�¦�����¦C��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£T�|� F ¢Y¶%�¤���� u¬5�Ð·%�¤¢u¦�¿©´�¶r¦�§Á¯���¶%�¤¢±�©¨uÂP¡��� u§# ¤¥�Âu²�½	´���«�È���® u�|��·%�­�;§#¦�­�¹Z­���¡�«��! 

µ
¸� u��­�¦³¶r¦³·r¦����� u�� P�|� F ¸|�� W��­|�¤¢¤��·|´�� �u�æ���! ³�ËH¦�­|��­���¡�«����� u­�¨u½
¦³·|£

Y
 u«��©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£T��­�� » ¨u u§'½	´���«�È���¦�¬=¢u¦�¡� u¢u u�� �¢u¦�«�¨u u­|�

y
�

µ(Y ) = µ(y1X1 + ... + ynXn) = f(y),
� ��� �! 

��  » ¨u u§�´�¯���¶%��ª|�Y¢u¹¾¿u u­|�C�� u­�¨u½
¦³·|£m½
 ¤­�§#´°·r��­�´u¦�¨±¡�£�¡³·r¦³¶|´�²*¥���§Á u¿u­|�©¯° u§=�
f(y)→ max

y
(min

y
)

� ��� íw 
��­���´u¡³·r u¢u���

y ∈ Ln
� ���ñ�[ 

��¸#¢u ¤¯°§# �ºJ�� �¸�¶r u�� ©·r����¨u¦³·rÂu��¹(Ä8 u��­|�¤����ª�¦�����£�Ä�¸�¡�¢¤£�¯��¤����¹(ÄS¡�¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢u u§�«��©ºY¶r u¬
«¼ u��«�­�¦�¨u�� u¬m¯���¶%��ª����
î(¢u¦³¶r¦�§Ì��¦�«¼ ¤¨u u­�¹¾¦P u¿u ¤¯°�|��ª�¦�����£��xÇ)´u¡�¨uÂ

m = (m1, ...,mn)T Æ5¢u¦�«�¨u u­Ï¡�­�¦³¶r����Ä
¯°�|��ª�¦�����¬�¡³·|´�ª|�©¬��� u�� P¢u¦�«�¨u u­|�

X
¸r�

V = (vij)
ÆP¦��� W«� u¢±�¤­��|�¤È��� ¤���|�©£H§��©¨u­���È|��¸|¨u 

¦�¡�¨uÂ

mi = EXi, vij = E(Xi −mi)(Xj −mj), i, j = 1, ..., n.
� ��� �! 

�
�¤«Ï��¦�¨u­�´°¶r�| �´�¿u¦³¶r��¨uÂu¡�£�¸�¡�­�¦³¶r��¦�¦P¯°�|��ª�¦�����¦P�=¶r��¡���¦�­�¡���£/­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£Ï¶r °Ä± °¶�®
�� u¡�¨u�m�� u­�¨u½
¦³·|£�� ��� ~  (¢u¹¾ª���¡³·|£�²*¨u¡µ£m�� W½
 u­�§�´°·%�¤§

EY = y1m1 + ... + ynmn = yT m, DY =
N∑

i=1

N∑

j=1

vijyiyj = yT V y.
� ���ñé[ 
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Å)¿u ¤¯°�|��ª���§
I = (1, 1, ..., 1)T ¸�¨u u�Ð¶%�Y§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u  Ln

§# �ºJ�� �¯���¶%�©¨uÂW­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u u§
Ln = {y ∈ R

n| yT I = 1}. � ��� ó! 
î(¡�²(¶|´T¶%��·r¦�¦J¿¤´°¶r¦�§Ì¡�ª���¨©�©¨uÂ5«¼ u¢±�¤­��|�¤È��� u����´�²4§��©¨u­���È�´

V
��¦�¢u¹¾­� �ºY¶r¦����� u¬�����­��

» ¨u u§ý«��¤« V
¸�¨©�¤«H�

V −1 £�¢©·|£�²*¨u¡µ£H�� ©·r �ºJ��¨u¦³·rÂu�� W u��­�¦³¶r¦³·r¦�����¹¾§#��¸rª�¨u W�� ¤¯°¢u ©·|£�¦�¨
¯���¶%�©¨uÂW¢

R
n ¡�«���·|£�­��� u¦
��­� u��¯°¢u¦³¶r¦�����¦

(u, v) = uT V −1v, u, v ∈ R
n � ��� �! 

���� u­�§�´ ‖u‖ =
√

(u, u)
¸%«¼ ¤¨u u­�´�²����� u�Ð¶%�J�|�©¯°¹¾¢±�¤²*¨ » ��¦�­���¦�¨±��ª�¦�¡°«¼ u¬���î(¢u¦³¶r¦�§8¶�·|£

¶%��·rÂu��¦�¬�Ã�¦��� J u¿u ¤¯°�|��ª�¦�����¦
∆ = ‖I‖2‖m‖2 − (I,m)2.

î(¢u��¶|´m��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢±�~TÖ¢±�¤­�È|�P��§#¦�¦�§
∆ ≥ 0

¸%��­���ª�¦�§
∆ = 0

¢J¨u u§Á��¨u ©·rÂu«¼ �¢J¨u u§
¡³·|´�ª|�¤¦¤¸r«¼ u��¶%�

m
«¼ ©·�·r����¦°�¤­�¦��

I
¸�¨u W¦�¡�¨uÂJ¡� u¡�¨u ¤��¨P��¯0 °¶r���|�¤«� u¢u¹(Ä�«¼ u§#�� u��¦���¨��

î ��¦�«� ¤¨u u­�¹(Ä`¡³·|´�ª|�©£�ÄN¢u¦�¡°�/�� u­�¨u½
¦³·|£'¶r ©·|ºJ��¹ ¿u¹1¨uÂS��¦� ¤¨u­���È|�©¨±¦³·rÂu��¹A§#��¸*¢
¡�¢¤£�¯°�Î¡Pª�¦�§Ì¯°��¶%��ª|�m u��¨u��§#��¯��¤È����x� ��� íw 
­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�¤¦�¨u¡µ£/��¦P�|�m¢u¡�¦�§!§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u¦
Ln
� ���ñ�[ ³¸|�C�|�Y¦��� W�� °¶r§#�� �ºY¦�¡³¨u¢u¦

Sn = {y ∈  Ln| y1 ≥ 0, ..., yn ≥ 0}, � ���æ��ù! 
�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�§# u§8¡�¨©�¤��¶%�¤­�¨u��¹A§ý¡���§#��·r¦�«�¡� u§ý¢

R
n �

ëx¦�Ã�¦�����¦0¯���¶%��ª���� ��� íw �Æ�� ���ñ�[ (´���­� ¤¥C�¤¦�¨u¡�£�¸%¦�¡³·r�mÈ�¦³·r¦�¢±�©£H½	´���«�È���£
f
 ¤«��©¯°¹¾¢±��®

¦�¨u¡�£m¢u u����´¼¨u u¬��;¢u¹¾��´�«�·r u¬� ³�%î » ¨u u¬m¡�¢¤£�¯°�H¦�¡�¨u¦�¡�¨±¢u¦����� J¢u¢u¦�¡�¨u�
ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�Ü ú D }Ðê�O£hwUCh�Q�\Pg!U

µ : X → R
JEU�VXWZYXU[OPHC\^]�YXW�_E�!g�pkLN�Æ�£Y�L��jJE�!HCLN���

_�Ls_�Loh�HCnZO{p�Ä�©�O2\£p�Q `Ppl] _�hkLNQlV�Y�Lop��!J�L��eLuJEU��XLohwUtQEJ�\PHuh��XRtOPJEHCL�Y
(X1, . . . , Xn)

n��!JEg!i
ÃEQq]

f : Ln → R
©�VXU�`�U�JEJEUN]�hwU[Y�OPJ�\PHCY�LjR»�£Ì m ÌP�N©�]�Y2pl]�OPHC\^]�YXW�_E�!g�pkLN�´�£Y�L��jJE�!HCLN���1JEU\2Y�L�OP��LN�jp�U[\PHKQ�LN_�hkOP`XO{pkOeJEQq]

Ln m
î(¢u¦³¶r¦����� u¦W�� u��£�¨u��¦W u«��©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£=¨u¦�¡��� m¡�¢¤£�¯��¤����¹¾§Z¡Y¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨uÂu²À�� �¯°�|��ª�¦³®

����²�¸r�C��§#¦����� �¸r¡���­|�¤¢u¦³¶�·r��¢u 
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�Ü ú D9zzê�O£hwU�h�Q�\Pg!U

µ : X → R
]�Y2pl]�OPHC\^]�YXW�_E�!g�pkLN���£Y�L��jJE�!HCLN����_�L

VXJEU�vlOPJEQEÄ�©·HCL��j`�U Q�HCLop��!gwLKHCL��j`�U�©�gwL��j`�U�LNJEU�YXW�_E�!g�p�U��£Y�L��jJE�!HKUe�f_�LK_�Loh�HCnZO£p�Ä m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp�����¦�¬�¡�¨u¢u��¨u¦�·rÂu�� �¸±��´±¡�¨uÂ

µ
¢u¹¾��´�«�·%�
�� 	¯°�|��ª�¦�����²���÷��¤½
��«¼¡���­�´u¦�§

y = (y1, . . . , yn), z = (z1, . . . , zn) ∈ Ln
�

λ ∈ [0, 1]
��Ö	§#¦�¦�§

f(λy + (1− λ)z) = µ[(λy1 + (1− λ)z1)X1 + . . . + (λyn + (1− λ)zn)Xn]

= µ[λ(y1X1 + . . . + ynXn) + (1− λ)(z1X1 + . . . + znXn)]

≤ λµ[y1X1 + . . . + ynXn] + (1− λ)µ[z1X1 + . . . + znXn]

= λf(y) + (1− λ)f(z),



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� í¼é

ª�¨u W�H ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨J¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨uÂ
f
¸�¨u W¦�¡�¨uÂW¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨uÂ

µ
�� Y�� u­�¨u½
¦³·r²��

Ç)´±¡�¨uÂ)¨u¦���¦�­�Â
f
¢u¹¾��´�«�·%���±÷��¤½
��«�¡���­�´±¦�§T��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹¾¦

X1, X2 ∈ X
�

λ ∈ [0, 1]
¸

��­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§T¢u¦�«�¨u u­�¹]¶r ©·r¦�¬
y = (1, 0), z = (0, 1)

� � ´�ª�¦�¨u u§T¢u¹¾��´�«�·r ¤¡�¨±�
f
��§#¦�¦�§

µ(λX1 + (1− λ)X2) = µ(λ(1 ·X1 + 0 ·X2) + (1− λ)(0 ·X1 + 1 ·X2))

= µ(λ(y1X1 + y2X2) + (1− λ)(z1X1 + z2X2))

= µ[(λy1 + (1− λ)z1)X1 + (λy2 + (1− λ)z2)X2]

= f(λy + (1− λ)z) ≤ λf(y) + (1− λ)f(z)

= λµ(y1X1 + y2X2) + (1− λ)µ(z1X1 + z2X2) = λµ(X1) + (1− λ)µ(X2),

ª�¨u W¢u¢u��¶|´���­� u��¯°¢u ©·rÂu�� u¡�¨u�
X1, X2, λ

 ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨W¢u¹¾��´�«�·r u¡�¨±Â
µ
�� C¯°�|��ª�¦�����²��

�� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢u J¢u ¤����´¼¨u u¡�¨±�m��­� u¢u �¶r��¨u¡�£m�¤�|��·r u����ª��� �� �
Ú 0^¸ ÷+81Ý94a¼';�Á�>øÜ14781Ý981â·8Óß981ÝK?Kà�¾ À
îÏ¶%�¤���� u§=�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦A¿¤´�¶r¦�§]��­�¦³¶r�� ©·%�¤���©¨uÂ�¸�ª�¨u 0­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦�¡³·|´�ª|�¤¬��� u�� �¢u¦�«�¨u ©®
­|�

(X1, . . . , Xn)
��§#¦�¦�¨�«¼ u��¦�ª���¹¾¦C¢¤¨u u­�¹¾¦C§# u§#¦���¨u¹	¸%¨¤�¤«5ª�¨u �­|�¤¡���­�¦µ¶r¦³·r¦°����£T��¯ F�;¡³·|´�ª|�¤¬���¹¾¦�¢u¦³·r��ª�����¹Z��¯ X  (¨©�¤«�ºC¦
 u¿©·%��¶%�¤²*¨ » ¨u��§ý¡�¢u u¬�¡�¨u¢u u§¾�

'�%:$&%*) � g)f>2 . e�;#�Öh1;�9)f#g .�� eY<��
Ê
�5§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦ X ¡³·|´�ª|�¤¬���¹(Ä8¢u¦³·r��ª�����¸� u¿©·%��¶%�¤²*¥���Ä/«� u��¦�ª���¹¾§�¢¤¨u u­�¹¾§Í§� ¤§�¦���®
¨u u§=�

EX2 < ∞ ¢T«���ª�¦�¡�¨u¢u¦H§#¦�­�¹À­���¡�«��5§# �ºJ�� 5¢u¹¾¿u­|�©¨uÂ�¶r��¡���¦�­�¡���² ¡³·|´�ª|�¤¬��� u¬
¢u¦³·r��ª�����¹a�

δ(X) = DX, X ∈ X .
� ���æ�u�� 

Å)¿u ¤¯°�|��ª���¢
DF

¶r��¡���¦�­�¡���²,¡³·|´�ª|�¤¬��� u¬Ï¢u¦³·r��ª�����¹	¸x��§#¦�²*¥�¦�¬Î½	´���«�È���²4­|�¤¡���­�¦³¶r¦³®
·r¦�����£

F
¸ » ¨¤´T§#¦�­�´T­���¡�«���§# �ºJ�� P¯���¶%�©¨uÂH�|��§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦Y­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¬ F ¸� u¿©·%��®¶%�¤²*¥���ÄH«¼ u��¦�ª���¹¾§ý¢¤¨u u­�¹¾§8§# u§#¦���¨u u§

δ(F ) = DF , F ∈ F .
� ���æ� ~  

Ç	 u¡�«� ©·rÂu«�´
δ
£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£
��¦�¢u ¤¯°­|�¤¡�¨©�¤²*¥C¦�¬�½	´���«�È���¦�¬0 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� ��� u­±£�¶r«��¾��¦���­���®

£�¨u��£0­���¡�«��¦�;��­�¦³¶�·r �ºY¦�����¦ ~ � ó! ³¸ » ¨¤´
§#¦�­�´	­���¡�«��A¡³·r¦³¶|´±¦�¨�§�������§#��¯°��­� ¤¢±�©¨uÂ�¸���  » ¨u u§�´
¯���¶%��ª|��� ��� íw ³¸�� ���ñ�[ (��­�¦� u¿u­|�©¯�´u¦�¨u¡µ£m«H¢u��¶|´

yT V y → min
y

,
� ���æ���! 

yT I = 1.
� ���æ�°íw 
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ëx¦�Ã���§ » ¨¤´5¯���¶%��ª�´T§#¦�¨u °¶r u§`§#�� �ºJ��¨u¦³·r¦�¬����¤��­|�¤��ºW��� ��� ���
·|£ » ¨u u�� m¡� u¡�¨©�¤¢u��§
½	´���«�È���²z���¤��­|�¤��ºY��¯���¶%��ª���� ��� íw ³¸�� ���ñ�[ 

L(y, λ) = yT V y + λ(yT I − 1),

�H�|�¤¬�¶r¦�§8¦�¦
ª|�¤¡�¨u��¹¾¦���­� u��¯°¢u °¶r��¹¾¦

Ly = 2V y + λI,

Lλ = yT I − 1.

Ç	­���­|�¤¢u����¢±�©£ » ¨u�m��­� u��¯°¢u °¶r��¹¾¦0«mù�¸���¯0��¦�­�¢u u�� Y´�­|�¤¢u��¦�����£m�� �·|´�ª|�¤¦�§

y = −1

2
λV −1I,

�� °¶r¡�¨¤�¤¢©·|£�¦�§Î ¤¨u¡�²1¶%�
y
¢u �¢¤¨u u­� u¦*´�­|�¤¢u��¦�����¦¤¸��|��Ä± °¶r��§

λ = −2‖I‖2 ¸±¨¤�¤«Pª�¨u �­�¦�Ã�¦³®����¦�§S¯���¶%��ª���� ���æ���! ³¸�� ���æ�°íw �£�¢©·|£�¦�¨u¡�£m¢u¦�«�¨u u­

y∗ =
V −1I

‖I‖2 .
� ���æ���[ 

Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸rª�¨u C¯°�|��ª�¦�����£H �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬J¶r °Ä¼ °¶r�� u¡�¨u�H�P¶r��¡���¦�­�¡����m�� u­�¨u½
¦³·|£��|�C u��¨u��®
§���·rÂu�� u§

y∗
­|�¤¢u��¹

ε(Yy∗) = y∗T m =
(m, I)

‖I‖2 , δ(Yy∗) =
1

‖I‖2 .
� ���æ���! 

îZ«���ª�¦�¡�¨u¢u¦Y��·�·r²�¡�¨u­|�¤È����=¢u¹¾����Ã�¦�§N­�¦�Ã�¦�����¦ » ¨u u¬5¯���¶%��ª��m¶�·|£5¡³·|´�ª|�©£T��¦�«¼ u­�®
­�¦³·r��­� u¢±�¤����¹(ÄS����¡�¨u­�´�§#¦°��¨u u¢¯�;«¼ u§#�� u��¦���¨]¢u¦�«�¨u u­|�

X
 ³�#Ç	­�� » ¨u u§Í«¼ u¢±�¤­��|�¤È��� u��®

�|�©£'§��©¨u­���È|�
V
£�¢©·|£�¦�¨u¡�£Á¶r�|�¤�� u�|��·rÂu�� u¬��

V = diag(σ2
1, ..., σ

2
n)
¸1¨©�¤«Nª�¨u 

V −1 =

diag(σ−2
1 , ..., σ−2

n )
¸ ‖I‖2 =

∑n
i=1 σ−2

i

�

y∗i =
σ−2

i

σ−2
1 + ... + σ−2

n

, i = 1, 2, ..., n, f(y∗) =
1

σ−2
1 + ... + σ−2

n

.

î'ª|�¤¡�¨u�� u¡�¨u��¸%¦�¡³·r�
σ1 = ... = σn = σ

¸�¨u 

y∗i =
1

n
, i = 1, ..., n, f(y∗) =

σ2

n
.

'�%:$&%:$ � lme3� , n�n#��; � A1nS4 X h)f#n , <
ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§ý¨u¦���¦�­�ÂJ¡�§#¦�ÃC�¤����¹¾¬m½	´���«�È��� u�|��·

1

2α
δ(X)− ε(X), X ∈ X ,

� ���æ��é[ 



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� í±�

�Ð¶r¦
α > 0

ÆÎ�|�¤­|�¤§#¦�¨u­�� ¶ ¨u ©¨/½	´���«�È��� u�|��·Á£�¢©·|£�¦�¨u¡�£�¸�«��¤«ý��¦�¨u­�´°¶%�� Î��­� u¢u¦�­���¨uÂ�¸
��¦�¢u ¤¯°­|�¤¡�¨©�¤²*¥��|§` ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� m�� u­±£�¶r«�����¦���­���£�¨u��£=­���¡�«���¸��5��¦�£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£T§# u�� ©®
¨u u����¹¾§Î ¤¨u�� u¡���¨u¦³·%Âu�� 0¶r­�´�����ÄP�� u­±£�¶r«¼ u¢��|� X ¸±��  » ¨u u§�´J¦��� �¡³·r¦³¶|´u¦�¨Y§#������§#��¯°��­� ©®¢±�©¨uÂ��rëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§8¯���¶%��ª�´�¢u¹¾¿u u­|�C�� u­�¨u½
¦³·|£m¡ » ¨u��§ý½	´���«�È��� u�|��·r u§=�

g(y) =
1

2α
yT V y − yT m→ min

y
,

� ���æ��ó! 
yT I = 1.

� ���æ���! 
ë�¦�Ã�¦�����¦�¦�¦
§#¦�¨u �¶r u§8§#�� �ºJ��¨u¦³·r¦�¬­���¤��­|�¤��ºY��¶%�¤¦�¨

y∗ = y∗(α) = αu + v,
� ��� ~ ù! 

g(y∗) =
1/α− (m, I)

‖I‖2 ,
� ��� ~ �� 

�Ð¶r¦

u = V −1

[
m− (m, I)

‖I‖2 I

]
, v =

V −1I

‖I‖2 ,
� ��� ~u~  

��­���ª�¦�§
IT u = 0, IT v = 1

¸±¨u 0¦�¡�¨uÂ�¢u¦�«�¨u u­
v
·r¦�ºJ��¨�¢0������¦�­���·r u¡�«¼ u¡�¨±�

Ln
¸¼�	¢u¦�«�¨u u­

u
�|�¤­|��·�·r¦³·r¦��T¦�¬���Å�ºJ��¶%�¤¦�§��©£�¶r °Ä¼ °¶r�� u¡�¨uÂ��H¶r��¡���¦�­�¡���£T u��¨u��§���·rÂu�� u�� P�� u­�¨u½
¦³·|£

��­�������§��¤²*¨W¯°�|��ª�¦�����£

ε(Yy∗) = y∗T m =
α∆

‖I‖2 +
(m, I)

‖I‖2 ,
� ��� ~ �! 

δ(Yy∗) = y∗T V y∗ =
α2∆

‖I‖2 +
1

‖I‖2 .
� ��� ~ íw 

Ö	¡�¡³·r¦³¶|´±¦�§Ì�� u¢u¦³¶r¦�����¦J­�¦�Ã�¦�����£ » ¨u u¬=¯���¶%��ª��]��­��]��¯°§#¦���¦������Ï�|�¤­|�¤§#¦�¨u­|� α
�|�

(0,∞)
��Ö)¯�� ��� ~ �! ��x� ��� ~ íw 0£�¡��� �¸�ª�¨u = �ºW��¶%�¤¦�§��©£Ï¶r °Ä¼ °¶r�� u¡�¨uÂ=�Î¶r��¡���¦�­�¡���£8 u��¨u��®

§���·rÂu�� u�� Y�� u­�¨u½
¦³·|£H£�¢©·|£�²*¨u¡�£H¡�¨u­� u�� J¢u ¤¯°­|�¤¡�¨©�¤²*¥���§#��½	´���«�È���£�§#�
α
¸|�

lim
α→0

y∗(α) =
V −1I

‖I‖2 , lim
α→0

ε(Yy∗(α)) =
(m, I)

‖I‖2 , lim
α→0

δ(Yy∗(α)) =
1

‖I‖2 ,

¨u �¦�¡�¨uÂ5��­�¦³¶r¦³·rÂu�� u¦J­�¦�Ã�¦�����¦�¡� u¢u�|��¶%�¤¦�¨�¡�� ���æ���[ 	�T¶%�¤¦�¨�¨u¦WºC¦Y¯°�|��ª�¦�����£Ï��¦�­�¢u¹(Ä
¶r¢¤´±Ä�§# u§#¦���¨u u¢Y¶r °Ä± °¶r�� u¡�¨u�� u��¨u��§���·rÂu�� u�� W�� u­�¨u½
¦³·|£�¸rª�¨u W��� ���æ���! ³�
Å)¿u ¤¯°�|��ª���¢

M = ε(Yy∗), σ2 = δ(Yy∗)
¸|�m��¡�«�·r²�ª���¢

α
��¯@� ��� ~ �! ³¸r� ��� ~ íw ³¸��� ©·|´�ª���§

£�¢u��´�²Ì¯��¤¢u��¡���§# u¡�¨uÂ
σ2  ¤¨ M

�|�C u��¨u��§���·rÂu�� u§ý­�¦�Ã�¦��������

σ2 =
‖I‖2M2 − 2M(I,m) + ‖m‖2

∆
.

� ��� ~ �[ 
Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸�ª�¨u H�� ©·r �ºJ��¨u¦³·rÂu��¹¾§N¯°�|��ª�¦�����£�§

α
¡� u ¤¨u¢¤¦�¨u¡�¨±¢¤´�²�¨m¯�¶r¦�¡�Â�¯°�|��ª�¦�����£

M
¸

´�¶r u¢©·r¦�¨u¢u u­±£�²*¥���¦� u��­|�¤����ª�¦�����²

M >
(m, I)

‖I‖2 .
� ��� ~ �! 



�¤ù ��� ���|�������u���������

'�%:$&%(' ��, 7 , 0 ,�+-, g14¾f ? h X#,
îÆ� ��ùu����­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�¤¦�¨±¡�£Y¯���¶%��ª|��¸¤�� �Ä± �ºY�©£C�|�C� ���æ���! ³¸E� ���æ�°íw ³¸¤¡1 �¶r����§�¶r u�� ©·r����¨u¦³·rÂ©®
��¹¾§5 u��­|�¤����ª�¦�����¦�§=�u �ºJ��¶%�¤¦�§��©£
¶r °Ä± �¶r�� u¡�¨uÂ)�� u­�¨u½
¦³·|£

yT m
½
��«�¡���­�´u¦�¨u¡µ£Y�|�*��¦�«¼ ©®

¨u u­� u§S´�­� u¢u��¦
M
¸|��­�¦�ÃC�¤¦�¨u¡µ£H¯���¶%��ª|�C§#������§#��¯��¤È�����¶r��¡���¦�­�¡������� u­�¨u½
¦³·|£

yT V y
�

yT V y → min
y

,
� ��� ~ é[ 

yT I = 1,
� ��� ~ ó! 

yT m = M,
� ��� ~ �! 

�Ð¶r¦
M
ÆY�|�¤­|�¤§#¦�¨u­�¯���¶%��ª����|ë�¦�ÃC�©£�� ��� ~ é[ Æè� ��� ~ �! #§#¦�¨u °¶r u§S§#�� �ºJ��¨u¦³·r¦�¬@���¤��­|�¤��ºY��¸

�� ©·|´�ª|�¤¦�§=�

y∗(M) = uM + v,
� ��� �uù! 

�Ð¶r¦
u = V −1 m‖I‖2 − I(m, I)

∆
, v = V −1 I‖m‖2 −m(m, I)

∆
.

î(��¶r�� �¸¤ª�¨u )¯��¤¢u��¡���§# u¡�¨uÂ
­�¦�Ã�¦�����£
y∗
 ¤¨
�|�¤­|�¤§#¦�¨u­|��¯���¶%��ª��

M
·r����¦�¬��|���uî(¹¾ª���¡³·|£�£

¶r��¡���¦�­�¡���²Í�� u­�¨u½
¦³·|£H�|�Y u��¨u��§���·rÂu�� u§8¢u¦�«�¨u u­�¦�� ��� �uù! ³¸��� ©·|´�ª|�¤¦�§
σ2 = δ(Yy∗(M)) =

‖I‖2M2 − 2(m, I)M + ‖m‖2
∆

,
� ��� ���� 

¨©�¤«/ª�¨u 5¯��¤¢u��¡���§# u¡�¨uÂ= u��¨u��§���·rÂu�� u¬Ï¶r��¡���¦�­�¡����S ¤¨T �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬]¶r °Ä¼ °¶r�� u¡�¨u�S«�¢±��¶�®
­|�©¨u��ª��|����ËH������§���·rÂu�� u¦J¯°�|��ª�¦�����¦P¢�� ��� ���� *¶r u¡�¨u���³�¤¦�¨±¡�£Î��­��

M∗ = (m, I)/‖I‖2 �­|�¤¢u�� 
1/‖I‖2 �EÖ	��¨u¦�­�¦�¡��| W ¤¨u§#¦�¨u��¨±Â�¸rª�¨u W u��¨u��§���·rÂ¤��¹¾¬m¢u¦�«�¨u u­�¶r ©·r¦�¬ y∗

¸�¡� u ¤¨u¢u¦�¨©®
¡�¨u¢¤´�²*¥���¬

M∗
¸°��§�¦�¦�¨)¢u��¶

y∗(M∗) = V −1I/‖I‖2 ¸�ª�¨u �¡� u¢u�|��¶%�¤¦�¨�¡�­�¦�Ã�¦�����¦�§�¯���¶%��ª��� ���æ���! Æè� ���æ�°íw ³��Å�¨u§#¦�¨u��§N¨©�¤«�ºC¦¤¸�ª�¨u 
IT u = 0

¸
IT v = 1

¸�¨u �¦�¡�¨uÂ�¢u¦�«�¨u u­
v
·r¦�ºJ��¨�¢

������¦�­���·r u¡�«¼ u¡�¨±�
Ln

� ��� ó! ³¸|�C¢u¦�«�¨u u­
u
�|�¤­|��·�·r¦³·r¦�� » ¨u u¬m������¦�­���·r u¡�«¼ u¡�¨±���

ËH�� �ºC¦�¡�¨u¢u S¨u uª�¦�«Z��·r u¡�«¼ u¡�¨u�
(σ2,M)

¸¾¡�¢¤£�¯��¤����¹(Ä`¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦°§)� ��� ���� P��­��
M ≥M∗

¸� u¿u¹¾ª��� C�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£ » ½
½
¦�«�¨u��¢u�� u¬���­|�¤����È�¦�¬�� ��ùuó�� �l�x uª�«�� » ¨u u�� Y§#�� �ºC¦³®
¡�¨u¢±�P¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¨m�� u­�¨u½
¦³·|£�§¾¸� u¿©·%��¶%�¤²A¥���§N§#������§���·rÂu�� u¬m¶r��¡���¦�­�¡���¦�¬

σ2 ��­��
¯���¶%�¤���� u¬/ �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬]¶r °Ä± �¶r�� u¡�¨u�

M
¸���·r��¸�ª�¨u T¢m¶%�¤���� u§!¡³·|´�ª|�¤¦ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� �¸

§��¤«¼¡���§���·rÂu�� u¬Î �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬=¶r °Ä± �¶r�� u¡³¨uÂu²
M
��­��Ï¯���¶%�¤���� u¬]¶r��¡���¦�­�¡����

σ2 �#Å�¨u§#¦³®
¨u��§¾¸|ª�¨u W�|� » ½
½
¦�«�¨u��¢u�� u¬m��­|�¤����È�¦ σ2 £�¢©·|£�¦�¨u¡µ£H¡�¨u­� u�� W¢u ¤¯°­|�¤¡�¨©�¤²*¥�¦�¬m½	´���«�È���¦�¬
 ¤¨

M
�

'�%:$&%RQ ��. n)f>�Íe�n�h)e�4 g�h#254SA
Ç
�¤­|�¤§#¦�¨u­

M
¯���¶%��ª���Ëm�¤­�«¼ u¢u��È|�1� ��� ~ é[ Æè� ��� ~ �! r§# �ºY¦³¨A¡³·|´¼ºJ��¨uÂ*����¶r��«��©¨u u­� u§m ¤¨u�� ©®

Ã�¦�����£J����¢u¦�¡�¨u u­|�0«W­���¡�«�´k�¼¿u ©·r¦�¦*­���¡�«¼ u¢±�¤����¹¾¬J����¢u¦�¡�¨u u­J¡�«�·r u��¦��W¯���¶%�©¨uÂ�¿u ©·rÂ¤Ã�¦�¦



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ���

¯°�|��ª�¦�����¦) �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬C¶r �Ä± °¶r�� u¡�¨u�
M
¸¼��­�������§��©£P�|�
¡�¦�¿�£J¿u ©·rÂ¤Ã���¬���­���¡�«��

σ2 ��î/¯���®
¶%��ª�¦ � ���æ��ó! Æè� ���æ���! (�¤�|��·r u����ª���´�²Ö­� ©·rÂW����­|�©¦�¨P�|�¤­|�¤§#¦�¨u­

α
�|¿u ©·rÂ¤Ã���¦
¦��� Y¯°�|��ª�¦�����£

��­���¢u °¶|£�¨Î«ý¿u ©·rÂ¤Ã�¦�¬Á �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬S¶r °Ä± �¶r�� u¡�¨u�Á�Á¿¤ ©·rÂ¤Ã�¦�¬8¶r��¡���¦�­�¡����'�� u­�¨u½
¦³·|£��
î�¶r¦�¬�¡�¨u¢u��¨±¦³·rÂu�� u¡�¨±�ý§#¦�ºY¶|´ » ¨u��§#�ý�|�¤­|�¤§#¦�¨u­|�¤§#�8¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´u¦�¨Î¦³¥�¦m¿u ©·r¦�¦�¨u¦�¡��|�©£
¡�¢¤£�¯°Â�¸��P��§#¦����� �¸�­�¦�Ã�¦�����£T¯���¶%��ª�� ��� ~ é[ Æè� ��� ~ �! ¾��� ���æ��ó! Æè� ���æ���! A¡� P¯°�|��ª�¦�����£�§#�T�|��®
­|�¤§#¦�¨u­� u¢

M
�

α
¸|¡�¢¤£�¯��©����¹(ÄH¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦°§

M = M(α) =
α∆

‖I‖2 +
(m, I)

‖I‖2 , α > 0,
� ��� � ~  

��·r�H u¿u­|�©¨u��¹¾§ý¡� u ©¨u�� ¤Ã�¦�����¦°§

α = α(M) =
M‖I‖2 − (m, I)

∆
, M > M ∗ =

(m, I)

‖I‖2 ,
� ��� �u�! 

��­���¢u °¶|£�¨J«� �¶r���|�¤«¼ u¢u¹¾§8�� u­�¨u½
¦³·|£�§¾�

Ú 0SÚ ¹�;=478Ià 8säÓ> à�Àt;=ãx8¦úÒß98aÁ�;�|=698¦Þ�47>
'�%('�%*) � f>2 .�, n)f ? 4 , k , 7 , 0�h
ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Á¨u¦���¦�­�ÂJ¶r­�´��� u¬��� �¶�Ä± °¶T«m¢u¹¾¿u u­�´H u��¨u��§���·rÂu�� u�� P�� u­�¨u½
¦³·|£�¸% u¡��� u¢±�¤��®
��¹¾¬/�|��¨u¦� u­����S�� ©·r¦�¯°�� u¡�¨u�x� ����� �#Ç)´u¡�¨uÂ

U : R → R
Æ=��¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥C�©£S¢u u����´¼¨©�©£

½	´���«�È���£�� � ¦�¦
�� u§# ¤¥�Âu²Ì§# �ºJ�� �¯���¶%�©¨uÂW¡³·r¦³¶|´�²*¥�´�²Í§#¦�­�´�­���¡�«��l�
ρ(X) = EU(X), X ∈ X ,

� ��� �¤íw 
«¼ ¤¨u u­|�©£H�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£m �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬��� ©·r¦�¯°�� u¡�¨uÂu²Ö­���¡�«��

X
�

Å�ºJ��¶%�¤¦�§��©£��� ©·r¦�¯°�� u¡�¨uÂJ�� u­�¨u½
¦³·|£�� ��� ~  (��§#¦�¦�¨J¢u��¶
g(y) = EU(P) = EU (y1X1 + ... + ynXn) .

ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§ý¯���¶%��ª�´� u��¨u��§#��¯��¤È����m�� u­�¨u½
¦³·|£

g(y)→ max
y

,
� ��� �±�[ 

y ∈ Ln.
� ��� �u�! 

Ö)¯*¢u u����´¼¨u ¤¡�¨±�
U
�� 0��­�¦³¶�·r �ºC¦�����² ~ � ~ �	¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨�¢u u����´¼¨u u¡�¨uÂ

ρ
�� 	¯°�|��ª�¦�����²�¸¼ª�¨u �¸

�� C��­�¦³¶�·r �ºC¦�����²!��� ~ ¢©·r¦�ª�¦�¨Y¢u u����´¼¨u u¡�¨uÂ
g
¸�«��¤«�½	´���«�È����

y
�|�

Ln

¸���  » ¨u u§�´�� ��� �±�[ ³¸
� ��� �u�! 
£�¢©·|£�¦�¨u¡�£Î¯���¶%��ª�¦�¬/¢u¹¾��´�«�·r u�� =��­� u��­|�¤§#§#��­� u¢±�¤����£�¸x�/§# �ºY¦�¨5¿u¹1¨uÂT­�¦�Ã�¦��|�
��§#¦�²*¥���§#��¡�£�ª���¡³·r¦�����¹¾§#�m§#¦�¨u �¶%�¤§#���
ËH¹8­|�©¡�¡�§# ¤¨u­���§=¯�¶r¦�¡�Â0ª|�¤¡�¨u��¹¾¬W¡³·|´�ª|�¤¬�¸u¢
«¼ ¤¨u u­� u§T´°¶%�¤¦�¨u¡�£W�� ©·|´�ª���¨uÂ0­�¦�Ã�¦�����¦

�¤�|��·r��¨u��ª�¦�¡�«���¸©�0¡�­|�¤¢u����§��� ©·|´�ª�¦����� u¦�­�¦�Ã�¦�����¦(¡#´¼ºC¦���§#¦�²*¥���§#��¡µ£�­�¦�¯�´�·rÂ�¨¤�©¨©�¤§#���



� ~ ��� ���|�������u���������

'�%('�%:$ � f#g)l , <��#n)f�eÀg , 259�g)e57
eY<	e�n�h)ejh}9)f/4 , k ,/. eY<��#n , i-9)f=<)e�k��
n)f>2 . �

Ç)´u¡�¨uÂ8¡� u¢u§#¦�¡�¨u�� u¦=­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¦]¢u¦�«�¨u u­|�/����¡�¨u­�´�§#¦°��¨± ¤¢
X = (X1, ..., Xn)

£�¢©®
·|£�¦�¨u¡�£Ï�� u­�§���·rÂu��¹¾§¾���x u�Ð¶%�´� �u�X��­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¦J�� u­�¨u½
¦³·|£ P(y)

¨©�¤«�ºC¦Y£�¢©·|£�¦�¨u¡�£
�� u­�§���·rÂu��¹¾§8¡
�|�¤­|�¤§#¦�¨u­|�¤§#�

ν = yT m
�

σ2 = yT V y
�H��·r ¤¨u�� u¡�¨uÂu²

f(x) =
1√
2πσ

exp

(
−(x− ν)2

2σ2

)
.

� ��� �±é[ 
Ç	­�¦³¶r�� ©·r �ºJ��§¾¸�¶%��·r¦�¦¤¸|ª�¨u J½)´���«�È���£m�� ©·r¦�¯°�� u¡�¨u�

U
�� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu�|�l�

U(x) = 1− exp(−x/α), x ∈ R,
� ��� �uó! 

�Ð¶r¦
α > 0

ÆS�|�¤­|�¤§#¦�¨u­��=�� u��¶%�] �ºJ��¶%�¤¦�§��©£ý�� ©·r¦�¯°�� u¡�¨uÂS§# �ºY¦³¨/¿u¹1¨uÂ/¢u¹¾ª���¡³·r¦��|�
£�¢u�� ��

EU(P(y)) =
∫ ∞

−∞
U(x)f(x) dx =

∫ ∞

−∞
(1− exp(−x/α)f(x) dx

= 1− 1√
2πσ

∫ ∞

−∞
exp(−x/α) exp

(
−(x− ν)2

2σ2

)
dx.

Ç	 u¡�«¼ ©·rÂu«�´��� �¶r����¨u¦���­|��·rÂu�� u¦0¢u¹¾­|�©ºC¦�����¦0­|�¤¢u�� 

exp

(
−(x− (ν − σ2/α))2

2σ2

)
exp

(
1

2α2
σ2 − ν

α

)
,

� ��� �u�! 
�� ©·|´�ª|�¤¦�§

EU(P(y)) = 1− exp
(

1

2α2
σ2 − ν

α

)
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
exp

(
−(x− (ν − σ2/α))2

2σ2

)
dx

= 1− exp
(

1

2α2
σ2 − ν

α

)
= 1− exp

(
1

2α2
yT V y − 1

α
yT m

)
,

 ¤¨u«�´�¶%�Y¢u��¶r�� �¸|ª�¨u W§��¤«¼¡���§#��¯��¤È���£
EP(y) » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�|�W§#������§#��¯��¤È����m½	´���«�È����

g(y) =
1

2α
yT V y − yT m

��­��J´±¡³·r u¢u���
y ∈  Ln

¸�ª�¨u C¡� u¢u�|��¶%�¤¦�¨C¡*¯���¶%��ª�¦�¬´� ���æ��ó! Æè� ���æ���! ³�!���¤«���§Ï u¿u­|�©¯° u§¾¸�§��¤«�®
¡���§#��¯��¤È���£5�� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu�� u¬5 �ºJ��¶%�¤¦�§# u¬m�� ©·r¦�¯°�� u¡�¨u�5��­��5�� ¤­�§���·rÂu�� u§Á­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦³®
�����J����¡�¨u­�´�§#¦���¨± u¢0¶%�¤¦�¨0¨©�¤«¼ u¬WºC¦A�� u­�¨u½
¦³·rÂ�¸¼«��¤«W�J§#¦�¨u °¶�¢¤¯°¢u¦�Ã�¦����� u�� �«�­���¨u¦�­���£��
Å�¨u§#¦�¨u��§Z¨©�¤«�ºC¦¤¸�ª�¨u H�|�¤­|�¤§#¦�¨u­]��¦���­���£�¨u��£Ï­���¡�«��

α
¢ » ¨u u¬=¯���¶%��ª�¦W¡� u¢u�|��¶%�¤¦�¨H�� 

¡�§#¹¾¡³·|´�¡0�¤�|��·r u����ª���¹¾§ý�|�¤­|�¤§#¦�¨u­� u§S¯���¶%��ª���� ���æ��ó! Æè� ���æ���! ³�
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�
�¤«H ¤¨u§#¦�ª|��·r u¡�ÂW¢W�Ð·%�¤¢u¦ ~ ¸� �¶r�� ¤¬H��¯� u¡��� u¢u��¹(Ä�¯���¶%��ª�¨u¦� u­����m­���¡�«��Y£�¢©·|£�¦�¨u¡�£m�� ©®
¡�¨u­� u¦�����¦)§#¦�­�¹Á­���¡�«���¸�¡� u�Ð·%�¤¡� u¢±�¤���� u¬P¡* ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§/��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£��|�0§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u¦
¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹1Ä�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����¬��|îý�|�¤¡�¨u �£�¥�¦�¬��Ð·%�¤¢u¦)­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�¤¦�¨u¡µ£H�¤«¼¡��� u§��©¨u��®
ª�¦�¡�«���¬��� °¶�Ä± °¶�«J­�¦�Ã�¦�����² » ¨u u¬���­� u¿©·r¦�§#¹	� � �|��ª|��·%�0¢��|�¤­|�¤��­|�¤½
¦�í��æ�*��­���¢u �¶r��¨u¡�£
¡��� u¡� u¿/�� u¡�¨u­� u¦�����£N¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�N�|�Î��¯°§#¦�­���§# u§4��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u¦T�� S�¤«¼¡��� u§��©¨u��ª�¦³®
¡�«��T¯���¶%�¤���� u§�´T ¤¨u�� ¤Ã�¦�����²À��­|�¤¢©¶r u�� �¶r u¿u��£���§��©¨u¦�­��|��· » ¨u u�� m�|�¤­|�¤��­|�¤½0��¡³·|´¼ºJ��¨
��·�·r²�¡�¨u­|�¤È���¦°¬`§�¦³¨u �¶r ©·r u������¸A�N��§#¦�¦�¨8¨©�¤«�ºC¦T¡°�¤§# u¡�¨u �£�¨u¦³·rÂu��¹A¬Z����¨u¦�­�¦�¡¤�)÷��©¨u¦�§
¢m�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦Jí�� ~ ­�¦�ÃC�¤¦�¨u¡µ£Ï¡� u¿u¡�¨u¢u¦����� m¯���¶%��ª|�H�� u¡�¨u­� u¦�����£Ï§#¦�­�¹ø­���¡�«��m�� H ¤¨u�� ©®
Ã�¦�����²!��­�¦³¶r�� uª�¨u¦°����£�¸r ¤¿©·%��¶%�¤²*¥�¦�§�´���¦�«� ¤¨u u­�¹¾§#�H¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�¤§#���rÇ	 u¡³·r¦³¶r����¬H�|�¤­|��®
��­|�¤½ �Ð·%�¤¢u¹j��·�·r²�¡�¨u­���­�´±¦�¨Î¡�¢¤£�¯°Â=¡�¨u °Ä¼�¤¡�¨±��ª�¦�¡°«¼ u�� =¶r u§#������­� u¢±�¤����£S­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦³®
����¬H¡
 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§Á��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£m�|�Y��Ä�§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u¦¤�

ë@02/ �z½ îL��;=¾947>9Ü16­Àa? Ü1;=Ý98¨? 47698¦Þ�4#"
×� u­�§�´�·r��­� u¢u«��1·r²�¿u u¬0¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u¬�¯���¶%��ª��0��·r�0§# �¶r¦³·r�0 u¿u¹¾ª��� *�|��ª����|�¤¦�¨u¡�£�¡³·r ©®
¢±�¤§#������´±¡�¨uÂC¯���¶%�¤�� �¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u¦	��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u 

(R,B, P )
�©��î8��­���·r �ºC¦�����£�ÄP¢u¦³®

­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹1ÄÏ§# °¶r¦³·r¦�¬] u¿u¹¾ª��� m��¦W¢u ¤¯°����«��¤¦�¨m¯��©¨u­�´°¶r��¦°����¬Ï¢H¯���¶%�©�����Ï§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±�
��¡ÐÄ¼ °¶r u¢ R �

σ
® ��·r��¦�¿u­�¹ ¦��� Ï�� °¶r§#�� �ºC¦�¡�¨u¢ B � � ¯���¶%�©����¦�§É¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u�� Î­|�¤¡³®��­�¦³¶r¦³·r¦�����£

P
�|� B ¶r¦³·r T u¿u¡�¨u u��¨=��¦P¨¤�¤«/��­� u¡�¨u ���÷�����¡�«�·r²�ª�¦�����¦�§�¡���§#§#¦�¨u­���ª�®��¹(Ä�¡³·|´�ª|�¤¦�¢�¸���­���¢u °¶|£�¥���Ä�«���«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«� ¤§#´��� u��­�¦³¶r¦�·r¦�����²ø¢u¦�­� �£�¨u�� u¡³¨u��� �u�X� ¸%��¦

´�¶%�¤¦�¨u¡�£Á¡�«¼ ©·rÂu«¼ ©® ����¿¤´�¶rÂ] u¿u u¡��� u¢±�¤���� T¯���¶%�¤¢±�©¨uÂ
P
¿u¦�¯m��­���¢©·r¦�ª�¦�����£Á«��¤«���Ä¼® ·r��¿u 

¶r u�� ©·r����¨u¦³·rÂu��¹(Äm����¡�¨u­�´�§#¦°��¨± u¢��
ËH¦�¨u �¶r¹N§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦°¡�«¼ u¬H¡�¨©�©¨u��¡�¨u�|«���� ~ ���� ¤¯°¢u ©·|£�²*¨Y¢C��­�����È�����¦	¡*·r²�¿u u¬P¨u uª�®

�� u¡�¨uÂu²ø uÈ�¦�����¢±�©¨uÂ�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦
P
�� ��|�¤¿©·r²(¶r¦�����£�§¾¸� °¶r�|�¤«¼ �­�¦�¯�´�·rÂ�¨©�©¨m��­���§#¦³®

��¦�����£�¡�¨¤�©¨u��¡�¨±��ª�¦�¡°«���ÄH§#¦�¨u °¶r u¢W u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨J¢u��¶H­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£�YC_�hkLNMtpkLjR	¸�¨u u��¶%�
«��¤«Ï¢H¯���¶%��ª|��Ä]��­�����£�¨u��£Ï­�¦�Ã�¦�����¬x� ¶%�H�]¢u m§#�� u����ÄT¶r­�´�����ÄÏ¡���¨¤´¼�¤È���£�ÄE 0����¨u¦�­�¦�¡
��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·|£�¦�¨H¢u��¶=­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£T¡� u¡�¨u �£�����¬T¡�­�¦³¶r¹ðY����!`�� ª O{R	��Ç	  » ¨u u§�´m��­�����£�®



�©í ��� ���|�������u���������

¨u��¦¾¨u u�� 	��·r�Y���� u�� 
­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£C¶�·|£Y��¡��� �·rÂ¤¯° u¢±�¤����£Y¢	§# °¶r¦³·r�Y�� u¡���¨0¢u )§#�� u�� u§
¡�´�¿���¦�«�¨u��¢u��¹¾¬WÄ¼�¤­|�¤«�¨u¦�­���Å*¶r�� 0��¯*¢u ¤¯°§# �ºJ��¹(ÄC¡�´�¿���¦�«�¨u��¢u��¹1ÄW­�¦�Ã�¦�����¬�����¿¤´°¶|´¼¥�¦�¦
£�¢©·|£�¦�¨u¡�£5¨u uª��� u¬5¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u¬T«� u����¦�¬5��­� ¤Ã0·r u�� ��©��î » ¨u u§N¡µ·|´�ª|�¤¦C��­���¿©·r��ºC¦���®
�� u¦J­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¦¤¸��� ©·|´�ª�¦����� u¦P¡�¨¤�©¨u��¡�¨±��ª�¦�¡°«���§#�/§#¦�¨u °¶%�¤§#��¸x¿u¦�¯���¯°§#¦���¦�����¬Î��¡³®
�� ©·rÂ¤¯�´u¦�¨u¡µ£/¢�«���ª�¦�¡�¨u¢u¦�­|�¤¡���­�¦µ¶r¦³·r¦°����£/¿¤´�¶|´¼¥���ÄÎ¡� u¡�¨u �£�����¬/¡�­�¦³¶r¹	�#î( ¤¯°§# �ºJ��¹ø�
¶r­�´�����¦H¡�´�¿���¦�«�¨u��¢u��¹¾¦m¡�´¼ºY¶r¦�����£8 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� 

P
�#îÉ�� u¡³·r¦³¶r��¦�§�¡³·|´�ª|�¤¦H��¦� u¿°Ä± ©®

¶r��§# H��­���§#¦���£�¨uÂ�«��¤«¼ u¬�® ·r��¿u H�¤���|�¤­|�©¨�¸��� ¤¯°¢u ©·|£�²*¥���¬]�� ©·|´�ª|�©¨uÂm«¼ u��«�­�¦�¨u��¹¾¬Ï¢u��¶
­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£m�|�C u¡��� u¢±�¤������¨©�¤«���ÄH¡�´¼ºY¶r¦�����¬��
î8¶%�¤���� u§8�|�¤­|�©��­|�¤½
¦
��¯�·%�¤�³�¤¦�¨u¡µ£H �¶r������ °¶�Ä± �¶m«�¢u¹¾ª���¡³·r¦�����²Ö¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u�� 

­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£m�� Y ¤¨u�� ¤Ã�¦�����²Í��­|�¤¢©¶r u�� °¶r u¿u��£�¸�¯���¶%�¤���� u§�´��|� B �
QS%*)>%*) ��. n)f>�Íe�n�h)e�9�g ,>? 7
f/9)f�7
f>�#h*i
Ç)´u¡�¨uÂ��|�

(R,B)
¯���¶%�¤�� *��¦�«� ¤¨u u­� u¦�¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u¦(­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����|¦

P
¸°¨u �¦�¡�¨uÂ�½	´���«�®

È���£H§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±�
P : B → R

¸| u¿©·%��¶%�¤²*¥C�©£�¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�¤§#�

P (A) ≥ 0, A ∈ B,
�;í��æ�� 

P (R) = 1,
�;í�� ~  

P (A1 + A2 + . . .) = P (A1) + P (A2) + . . . , A1, A2, . . . ∈ B.
�;í�� �! 

Ç	­�� » ¨u u§Ï�|� B ¢u ¤¯°����«��¤¦�¨� ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦���­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£ � ¸u¯���¶%�¤¢±�¤¦�§# u¦ P
�� 0��­|�©¢u��·|´

A ≺ B ⇐⇒ P (A) < P (B).
�;í�� íw 

���¤«¼ u¦) ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦0��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£m¦�¡�¨u¦�¡�¨±¢u¦����� W�|�©¯°¹¾¢±�©¨uÂW��­|�¤¢©¶r u�� °¶r u¿u��¦�§¾¸�«��¤« » ¨u 
¡Ð¶r¦³·%�¤�� J¢­� óX� �
÷���¶%��¶r��§#¡µ£Ï¢u u��­� u¡� u§=�x¦�¡µ·r�/�|� B ¯°��¶%�¤�� 5 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦���­|�¤¢©¶r u�� °¶r u¿u��£�¸�¨u 5¦�¡�¨uÂ�� ©·r�� u¦T¨u­|�¤��¯°��¨u��¢u�� u¦Ï ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦ � ¸A¢u ¤¯°§# �ºJ�� Ï·r�`�� u¡�¨u­� u¦�����¦]¢u¦�­� �£�¨u�� ¤¡�¨u�| u�� ­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

P : R → [0, 1]
¸�¡� u�Ð·%�¤¡� u¢±�¤���� u�� W¡ � �� W��­|�¤¢u��·|´´�;í�� íw !�� �|��ª|��·%��­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Z��¦�«� ¤¨u u­�¹¾¦W¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�� ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£]��­|�¤¢©¶r u�� °¶r u¿u��£�¸�¢u¹1¨u¦³®

«��¤²*¥���¦=��¯=¡�¢¤ u¬�¡�¨u¢8¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u�� 8­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£G�;í��æ�N YÆ¢�;í�� �! ³¸1ª�¨u u¿u¹ ¯��©¨u¦�§
 ¤¨u u¿u­|�©¨uÂT��¯�����ÄÎ§#������§���·rÂu��¹¾¬/�|�¤¿u u­�¸��Î��¡��� ©·rÂ¤¯° u¢±�©¨uÂT¦��� 5¢5«���ª�¦�¡�¨u¢u¦�¡���¡�¨u¦�§#¹
�¤«¼¡��� u§¾�
� qrprüxsuß�qrp]ÿ�D }ED }

∅ � A, A ∈ B; ∅ ≺ R.
�;í��ñ�[ 

� qrprüxsuß�qrp]ÿ�D }ED9z Ñ \£p�Q A1∩A2 = ∅ © B1∩B2 = ∅ Q Ai � Bi, i = 1, 2
©rHCL

A1 +A2 �
B1 + B2

©¨_�h�QEvlO{Ru©uO2\£p�Q�®�LNH1]���W¢Y�LN`NJ�LN��_EUehkOf\2LN��W�HKQE��_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQ�O \PHuhkL��eL�Oj©
JEU�_�h�QqRtO£h�©

A1 ≺ B1
©·HCL

A1 + A2 ≺ B1 + B2 m



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� �u�

� qrprüxsuß�qrp]ÿ�D }ED ú Ñ \£p�Q B,Ai ∈ B, Ai � B, i = 1, 2, . . .
Q

A1 ⊇ A2 ⊇ . . .
©·HCL

∞⋂

i=1

Ai � B.
�;í�� �! 

�
�¤¡�¨u��¹¾§ý¡³·|´�ª|�¤¦�§ý¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�Yí��æ�u� ~ £�¢©·|£�¦�¨u¡�£

� qrprüxsuß�qrp]ÿ�D }ED ÿ ñ pl] A,B,C ∈ B

A � B ⇐⇒ A + C � B + C.
�;í��ñé[ 

����·r¦�¦1�|�¤§��� ¤¨u­�¦�¿¤´u¦�¨±¡µ£C�� u��£�¨u��¦1¡³·|´�ª|�¤¬��� u¬C¢u¦³·r��ª�����¹/¡(­|�¤¢u�� u§#¦�­���¹¾§T­|�¤¡���­�¦³®
¶r¦³·r¦�����¦�§/�|�

[0, 1]
¸¼«¼ ¤¨u u­� u¦�§� �ºJ�� 0¢u¢u¦�¡�¨u��¸� u����­|�©£�¡�Â
·r��Ã�Â��|�0 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦	��­|�¤¢©¶r ©®

�� °¶r u¿u��£����
·|£� ¤¨u­�¦�¯°«��
I = [a, b] ⊆ [0, 1]

 u¿u ¤¯°�|��ª���§
λ(I)

¦��� �¶�·r����´u�

ACB w�ÜuÝ�Ü±àxÜ¼â�t�ÜTÿ�D }Ð²1�w\PHK��JEU B VXU�`�U�J�L9LNHKJ�LNMCOPJEQ�OC_�hwU[YX`XLN_�LN`XLN��Qq] � m/� VcRtO£h�QEiRtL�O­LNHCLN�^hwUXbdOPJEQ�O
X : R → [0, 1]

JEU�VXWZYXU[OPHC\^]°\{p��!vqU��EJ�LN�°Y�O{p�QEvqQEJ�LN�°\�hwU[YXJ�Lci
RtO£h�JEWrRGhwU[\P_�hkOP`XO{pkOPJEQ�O{Ru©tO2\{p�Q�`Ppl]�_�hkLNQlV�Y�L^p��!JEWr®ØLNHuhkOjVXgwL�Y

I1, I2 ⊆ [0, 1]
\2L�LNHKi

J�LNMCOPJEQ�O
X−1(I1) � X−1(I2)

YXW�_�Lop�Jq]�OPHC\^]´YfHCL^RGQ�HCL^p��!gwLCYfHCLjR5\£p��!vqU[Oj©�gwL��j`�U
λ(I1) ≤ λ(I2) m
Ç	 u��£�¨u�� �¸�ª�¨u ¾¨¤�¤«�´�²/¡³·|´�ª|�¤¬���´�²S¢u¦³·r��ª�����´	§# �ºW�� 1¯���¶%�©¨uÂ*��¦#�|�¾¢u¡�£�«� u§H��¯°§#¦�­���®

§# u§S��­� u¡�¨u­|�©��¡�¨±¢u¦
(R,B)

¡	 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§8��­|�¤¢©¶r u�� �¶r u¿u��£ � �����¤«�¸�¦�¡³·r�H ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦
� �� u­� �ºY¶r¦��� �¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹A§`­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¦�§ P

�|�
(R,B)

¸�¨u �¶�·|£�¨u u�� �¸�ª�¨u u¿u¹
» ¨u T¿u¹�·r 5¢u ¤¯°§# �ºJ�� �¸�¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�|�©£/§#¦�­|� P

¶r ©·|ºJ�|�m u¿©·%��¶%�©¨uÂ5��¦�«� ¤¨u u­� u¬Î­�¦���´±®
·|£�­��� u¡�¨uÂu²��¼�� u¡�¨©�©¨u uª���¹¾§¾¸��|�¤��­���§#¦�­�¸�£�¢©·|£�¦�¨u¡�£�¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°¦)´u¡³·r u¢u��¦��¼¶�·|£P¢u¡�£�«¼ u�� 
§#�� �ºY¦�¡�¨u¢±�

A ∈ B ¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�J¦��� 0��¯°§#¦�­���§#¹(ÄJ�� °¶r§#�� �ºY¦�¡�¨u¢0È�¦³·r��«� u§=¯��¤�� ©·r��£�²*¨ ¤¨u­�¦�¯° u«
[0, P (A)]

�
{P (B)| B ∈ B, B ⊆ A} = [0, P (A)].

Ç	­�� » ¨u u§`­|�¤¢u�� u§#¦�­��� H­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����´�²À¡³·|´�ª|�¤¬���´�²4¢u¦³·r��ª�����´T§# �ºJ�� ��� u¡�¨u­� u��¨uÂ
¡
�� u§# ¤¥�Âu²!¿u¦�¡�«¼ u��¦�ª��� u¬m��­� uÈ�¦³¶|´�­�¹N¶r¦³·r¦�����£m ¤¨u­�¦�¯°«��

[0, 1]
�� u�� ©·%�¤§¾�

���¤«���§Ï u¿u­|�©¯° u§¾¸¼¡³·r¦³¶|´�²A¥C¦�¦)��­�¦³¶r�� ©·r �ºC¦�����¦���¦�¡�«¼ ©·rÂu«� �¡�´¼ºW�¤¦�¨�«�·%�¤¡�¡� ©¨u�� ¤Ã�¦³®
����¬���­|�¤¢©¶r u�� °¶r u¿u��£�¸�¶�·|£�«¼ ¤¨u u­�¹(Ä�¿¤´�¶r¦�¨��³�¤­|�¤��¨u��­� u¢±�¤�� P¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢u u¢±�¤����¦�¡� u�Ð·%�¤¡� ©®
¢±�¤���� u�� Y¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u�� J­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£��

ÚHw�ÜuÝ B p|àxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D }ED }Ð¤1U
(R,B)

\P� ª O2\PHCYX�wOPH \£p��!vqU��EJEUN]dY�O£p�QEvqQEJEU�\fhwU[YXJ�LNi
RtO£h�JEWrRxhwU[\P_�hkOP`XO{pkOPJEQ�O{R5JEU

[0, 1] m



�¤� ��� ���|�������u���������

QS%*)>%:$ � A&CÍe32 .�? f ?>, n�h)e ? e�g)f�i . n)f>2 . n)f>�%f�g , 259�g)e57	eY<	e�n�h*i
î}� óX��¿u¹(·%��¶r u«��©¯��¤�|�Y¡³·r¦µ¶|´�²*¥Y�©£
ô(Ü¼prw�Üw�	Þ=ÿ�D9zz²1�w\PHK�ÐJEU

σ
i£Ucpk�eOP�^hkO B VXU�`�U�J�LØ_�L^p�J�L�O�LNHKJ�LNMCOPJEQ�O � ©9LN�jpEU�`�U�Ä=iª O2O´\2Y�Lc��\PHCYXUNRaQ°Ï m Ë m Ë�©7Ï m Ë m ��©7Ï m Ë m ÌX©�QdYXW�_�Lop�J�OPJ�L�_�hkOP`�_�LopkLcbdOPJEQ�O9Ï m Ë m Ë m�Ê L��j`�UJEU

(R,B)
\P� ª O2\PHCYX�wOPH�OP`NQEJ�\PHCY�OPJEJ�L�OtY�O£hkLP]EHKJ�L�\PHKJ�L�OIhwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQ�O P

©Z\2L��{p�U[\2LNi
YXU�JEJ�L�O¦\¦LNHKJ�LNMCOPJEQ�O{R � m
ËH¹Z��­���¢u¦³¶r¦�§8¯�¶r¦�¡�ÂJ��¦�§#�� u�� Y¶r­�´���´�²Í¡ÐÄ±¦�§�´u¸%«¼ ¤¨u u­|�©£m��­�¦³¶r¡³¨¤�¤¢©·|£�¦�¨u¡µ£H·r u����ª�¦³®

¡�«��/¿u ©·r¦�¦���­� u¡�¨u u¬���î » ¨u u¬S¡ÐÄ±¦�§#¦�¢u§#¦�¡�¨u =¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�5í��æ�u� ~ ¨u­�¦�¿¤´±¦�¨u¡µ£S�|��·r��ª���¦�¦��� 
ª|�¤¡�¨u�� u�� C¡³·|´�ª|�©£�í��æ�u� í�¸¼�W¶r u¿±�¤¢©·|£�¦�¨u¡µ£J¨u­�¦�¿u u¢±�¤����¦�¨u­|�¤��¯°��¨u��¢u�� u¡�¨u�� ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£ � �
ô(Ü¼prw�Üw�	Þ=ÿ�D ú ²1�w\PHK��JEU

σ
i£Ucpk�eOP�^hkO B VXU�`�U�J�L�_�L^p�J�L�OCHuhwU�JlVXQEHKQ�YXJ�L�OCLNHKJ�LNMCOPJEQ�O

� ©kLN�jp�U�`�U�Ä ª O2O=\2Y�LN��\PHCYXUNRaQaÏ m Ë m Ë�©wÏ m Ë m ÌX©wÏ m Ë m Ïl©�QKYXW�_�L^p�J�OPJ�L=_�hkOP`�_�LopkLcbdOPJEQ�O�Ï m Ë m Ë m
Ê L��j`�UaJEU (R,B)

\P� ª O2\PHCYX�wOPH}OP`�QEJ�\PHCY�OPJEJ�L�O=Y�O£hkLP]EHKJ�L�\PHKJ�L�O�hqU[\e_�hkOP`XO{pkOPJEQ�O P
©�\2LNi

�{p�U[\2L�YXU�JEJ�L�O�\¦LNHKJ�LNMCOPJEQ�O{R � m
�� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢u �¨u¦� u­�¦�§#¹���­�¦³¶r¡�¨©�¤¢u��§Z¢�¢u��¶r¦Y¡�¦�­����=��­�¦³¶�·r �ºC¦�����¬�¸�¢�«��©ºY¶r u§

��¯0«¼ ¤¨u u­�¹(Äm��­�¦µ¶r�� ©·%�¤���¤²*¨u¡�£�¢u¹1�� ©·r��¦�����¹¾§#�m´u¡³·r u¢u��£�¨u¦� u­�¦�§#¹	�
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D ÿÍFIHKJ�LNMCOPJEQ�Ot_�hwU[YX`XLN_�LN`XLN��Qq]´LN�jp�U�`�U[OPH.\2Y�LN��\PHCY�L^RzÏ m Ë m � m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��|Ç)´±¡�¨uÂ

A1 ∩ A2 = B1 ∩ B2 = ∅ � Ai � Bi, i = 1, 2
��Å)¿u ¤¯°�|��ª���§

C = B1 ∩ A2

¸�¨u u�Ð¶%�Y��¯
´±¡³·r u¢u��£
A1 � B1

�H¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�Yí��æ�u� íY¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨
A1 + (A2 \ C) � B1 + (A2 \ C),

�
A2 � B2

�� C¨u u§�´�ºC¦	¡�¢u u¬�¡�¨u¢¤´�¢©·r¦�ª�¦�¨
A2 + (B1 \ C) � B2 + (B1 \ C).

÷��¤§#¦�ª|�©£�¸°ª�¨u 
B1+(A2\C) = A2+(B1\C) = B1∪A2

¸��0�� ©·rÂ¤¯�´¤£�¡�ÂA¨u­|�¤��¯°��¨±��¢u�� u¡�¨±Â¤²
 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£ � ¸��� ©·|´�ª|�¤¦�§

A1 + (A2 \ C) � B2 + (B1 \ C).

� ¢u u¬�¡�¨u¢u Yí��æ�u� íC�� ¤¯°¢u �·|£|¦³¨C¶r u¿±�¤¢u��¨uÂC«�«��©ºY¶r u¬���¯
ª|�¤¡³¨u¦�¬H�� u¡³·r¦³¶r��¦��� W��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢±�
§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u 

C
�

A1 + (A2 \ C) + C � B2 + (B1 \ C) + C,
� » ¨u  » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� 

A1 + A2 � B1 + B2,ª�¨u 
��¨u­�¦�¿u u¢±��·r u¡�Â��©�� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢u 	¶�·|£C¡³·|´�ª|�©£
A1 ≺ A2

��­� u¢u °¶r��¨u¡µ£W�¤�|��·r u����ª��� ��
� Ö)¯0��­�¦³¶r¹(¶|´¼¥C¦��� P�� Y����¶|´�«�È�����·r¦���«� W�� ©·|´�ª|�¤¦�¨u¡�£



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� �ué

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D9öz²1�w\PHK�
Ai � Bi, i = 1, 2, . . . , n m¨Ê L��j`�U

n∑

i=1

Ai �
n∑

i=1

Bi,

_�h�QEvlOSRÆJEUcp�QEvqQ�OZ®�LNH1]f��W´LN`�J�L��eL7\PHuhkLN�PLN�PLuLNHKJ�LNMCOPJEQq]C_�hwU[YX`XLN_�LN`XLN��Qq]l©�JEU�_�h�QqRtO£h�©
A1 ≺ B1

©�Y2pkOPvlOPH
n∑

i=1

Ai ≺
n∑

i=1

Bi.

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D±� ñ pl]�_�hkLNQlV�Y�L^p��!JEWr® A,B ∈ B

A � B ⇐⇒ Ac � Bc.

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp���Å)¿u ¤¯°�|��ª���§
C = AB = A ∩ B

��Ç	 H¡�¢u u¬�¡�¨u¢¤´]í��æ�u� íH��¯
A � B¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨

A\C � B \C ¸u��·r��¸±ª�¨u 	¨u 
ºC¦¾¡°�¤§# u¦¤¸ ABc � BAc �±Ç	­���§#¦���£�£Y¦�¥�¦*­|��¯A¨u 
ºC¦�¡�¢u u¬�¡�¨u¢u �¸%¶r ¤¿±�¤¢u��§'«5 u¿u¦���§'ª|�¤¡�¨�£�§N�� u¡³·r¦³¶r��¦��� �¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£

AcBc ¸%�� ©·|´�ª���§
ABc + AcBc � BAc + AcBc ¸(¨u /¦�¡�¨uÂ Bc � Ac ¸1ª�¨u /�Á¨u­�¦�¿u u¢±��·r u¡�Â��AÅ)¿u­|�©¨u�|�©£
��§#��·r��«��¤È���£m��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·|£�¦�¨P¡� u¿u u¬H�� Y¡�´¼¨u�H¨u YºY¦)´¼¨u¢u¦�­±ºY¶r¦�����¦¤� �
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D å Ñ \£p�Q A,B ∈ B Q A ⊆ B

©ZHfL
A � B m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��|Ç	 Y¡�¢u u¬�¡�¨u¢©´�í��æ�u�æ�
��§#¦�¦�§ ∅ � B \ A
¸|ª�¨u W¢u§#¦�¡�¨u¦0¡� Y¡�¢u u¬�¡�¨u¢u u§

í��æ�u� íY¢©·r¦�ª�¦�¨
A = ∅+ A � B \ A + A = B

� �Ö)¯0¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�Yí��æ�u� �C�H��­�¦³¶�·r �ºC¦�����£mí�� �C��¦��� u¡�­�¦³¶r¡�¨±¢u¦����� J¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D±�z²1�w\PHK�

A1 ⊆ A2 ⊆ . . . É Y�L2VjhwU[\PHKU�Ä ª UN]¥_�L�\{pkOP`�L�YXU�HCO{p��!iJ�L�\PHK�@Q
Ai � B

_�h�Q�J�OPgwLNHCLohkL^R
B ∈ B Q�Y�\2O^® i = 1, 2, . . . m¨Ê L��j`�U
∞⋃

i=1

Ai � B.

� ·r¦³¶|´�²*¥C¦�¦5��­�¦³¶�·r �ºY¦�����¦���­�¦³¶r¡³¨¤�¤¢©·|£�¦�¨/¡� u¿u u¬ý u¿u u¿©¥�¦�����¦�¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�]í��æ�u� ~ �|�
¡�ª�¦�¨u�� u¦�«¼ ©·r��ª�¦�¡�¨u¢u J¡³·%�¤�³�¤¦�§#¹(Ä��
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D±Èz²1�w\PHK�

A1, A2, . . . É _�L�\{pkOP`XL�YXU�HCO£p��!J�L�\PHK� _�LN_EUeh�J�L1J�OP_�O£hkO2\2OPig!U�Ä ª Qq®�\^]@RaJ�LcbdO2\PHCY�QlV B ©§U B1, B2, . . .
HKU�g[bdOaLN�^hwU�VX�!Ä=H»_�L�\{pkOP`XL�YXU�HCO£p��!J�L�\PHK�

_�LN_EUeh�J�LKJ�OP_�O£hkO2\2OPg!U�Ä ª Qq®�\^]�RaJ�LcbdO2\PHCYN©·_�h�QEvlOSR Ai � Bi, i = 1, 2, . . . msÊ L��j`�U
∞∑

i=1

Ai �
∞∑

i=1

Bi.
�;í�� ó! 

Ñ \{p�Ql©·g2hkL^RtO¦HCL��eL2©·_�h�Q�JEOPgwLNHCLohkLjR j ≥ 1
\P_�hwU[Y�OP`Pp�Q�Y�L

Aj ≺ Bj
©·HCL

∞∑

i=1

Ai ≺
∞∑

i=1

Bi.
�;í�� �! 



�¤ó ��� ���|�������u���������

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��EÖ)¯
��­�¦³¶�·r �ºC¦�����£Hí��ñ����§#¦�¦�§
n∑

i=1

Ai �
n∑

i=1

Bi, n = 1, 2, . . . ,

ª�¨u W¢u§#¦�¡�¨u¦0¡
��­�¦³¶�·r �ºC¦�����¦�§ýí��ñé�¶%�¤¦�¨
n∑

i=1

Ai �
∞∑

i=1

Bi, n = 1, 2, . . . ,

Ç	­���§#¦���£�£H��­�¦³¶�·r �ºY¦�����¦0í�� ó�¸� ¤¨u¡�²1¶%�Y�� ©·|´�ª|�¤¦�§z�;í�� ó! ³�
�
·|£)¶r u«��©¯��©¨u¦³·rÂ¤¡�¨±¢±�¦�;í�� �! r¶r u¡�¨©�©¨u uª��� *¯��¤§#¦�¨u��¨uÂ�¸�ª�¨u �¸��� A��­�¦³¶�·r �ºY¦�����²Sí��ñ�(��§#¦³®

¦�§
j∑

i=1

Ai ≺
j∑

i=1

Bi,
∞∑

i=j+1

Ai �
∞∑

i=j+1

Bi,

�H��­���§#¦�����¨uÂJ��­�¦³¶�·r �ºY¦�����¦
í�� í�� �
� àxÜuÝ#suß�qrt�Ümÿ�D }¼{}²1�w\PHK�

A1, A2, . . . É _�L�\{pkOP`XL�YXU�HCO£p��!J�L�\PHK�@_�LN_EUeh�J�LKJ�OP_�O£hkO2\2OPg!U�iÄ ª Qq®�\^]�RaJ�LcbdO2\PHCY�QlV B ©tU B1, B2, . . .
HKU�g[bdO­LN�^hwU�VX�!Ä=H _�L�\{pkOP`XL�YXU�HCO£p��!J�L�\PHK�

_�LN_EUeh�J�LKJ�OP_�O£hkO2\2OPg!U�Ä ª Qq®�\^]�RaJ�LcbdO2\PHCYN©·_�h�QEvlOSR Ai ∼ Bi, i = 1, 2, . . . msÊ L��j`�U
∞∑

i=1

Ai ∼
∞∑

i=1

Bi.
�;í��æ��ù! 

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrpm�� ©·|´�ª|�¤¦³¨u¡µ£�¶r¢¤´�«�­|�©¨u��¹¾§Á��­���§#¦���¦�����¦�§z�;í�� ó! ³�
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp�¨u¦� u­�¦�§#¹`í�� ����Å)¿u ¤¯°�|��ª���§

X
¡³·|´�ª|�¤¬���´�²!¢u¦³·r��ª�����´P¡	­|�¤¢u�� u§#¦�­�®

��¹¾§Ö­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����¦�§¾¸�«¼ ¤¨u u­|�©£/¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´±¦�¨Ï�� 5��­�¦³¶r�� ©·r �ºC¦�����²,í��æ�u�æ�u¸#�
H(x) =

X−1([0, x]), x ∈ [0, 1]
ÆH��­� u u¿u­|�©¯C ¤¨u­�¦�¯°«��

[0, x]
��­��T ¤¨u ¤¿u­|�©ºY¦������

X
�r�
·|£

B ∈ B u¿u ¤¯°�|��ª���§
I(B) = {x ∈ [0, 1]| B � H(x)} ¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂW¨u uª�¦�« x

��¯0 ¤¨u­�¦�¯°«��
[0, 1]

¸
¶�·|£m«� ¤¨u u­�¹(Äm��­� u u¿u­|�©¯� ¤¨u­�¦�¯�«��

[0, x]
��­��� ¤¨u u¿u­|�©ºC¦������

X
��¦�§#¦���¦�¦���­|�¤¢©¶r u�� °¶r ©®

¿u¦���¸©ª�¦�§
B
���
·|£
·r²�¿u u�� 

B ∈ B ��§#¦�¦�§ I(B) 6= ∅ ¸©�� u¡�«¼ ©·rÂu«�´0¢u¡�¦��Ð¶%� R = H(1) � B
¸

¨©�¤«Ïª�¨u 
1 ∈ I(B)

��Å)¿u ¤¯°�|��ª���§`¦�¥�¦
xB = inf I(B)

�]�|�¤�� u§#����§¾¸�ª�¨u  B̃  u¿u ¤¯°�|��ª|��®¦�¨Î½0�©«�¨u u­�® §#�� �ºC¦�¡�¨u¢u  B �� Ï ¤¨u�� ¤Ã�¦�����² » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±� ∼ ¸ K : B → B̃ ¦�¡�¨uÂ«��¤�� u����ª�¦�¡�«� u¦� ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦¤¸�¡�¨©�¤¢¤£�¥�¦�¦C¢P¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u��¦C¡� u¿u¹1¨u��²
B ∈ B ¦��� P«�·%�¤¡�¡» «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±� B̃ ∈ B̃ ¸%� ≤ ÆJ·r����¦�¬���¹¾¬5�� u­¼£�¶r u«�¸r�� u­� �ºY¶r¦�����¹¾¬��|� B̃  ¤¨u�� ¤Ã�¦³®����¦�§8��­|�¤¢©¶r u�� �¶r u¿¤��£ � �Ç	 u«��©ºC¦�§¾¸xª�¨u T­|�©¯°¿¤��¦�����¦�½0�¤«�¨u u­�® §#�� �ºY¦�¡�¨u¢±� B̃ �|��«�·%�¤¡�¡�¹ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� ¤¡�¨±���§#¦�¦�¨J¢u��¶

B̃ =
∑

x∈[0,1]

K(H(x)),
�;í��æ�u�� 

¨u /¦�¡�¨uÂ�¸¾¢Î«��©ºY¶r u§É«�·%�¤¡�¡�¦ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±�N�|�¤¬�¶r¦�¨u¡µ£ » ·r¦�§#¦���¨S¢u��¶%� H(x)
��­��

��¦�«¼ ¤¨u u­� u§
x ∈ [0, 1]

�|�	·|£ » ¨u u�� P¯��¤½
��«¼¡���­�´u¦�§'��­� u��¯°¢u ©·rÂu�� u¦�¡� u¿u¹1¨u��¦ B ∈ B �è~#¡³®·r�
B ∼ ∅ ¨u �¸� uª�¦�¢u��¶r�� �¸ H(0) ∈ K(B)

� 	 �|��·r u����ª��� �¸
B ∼ R ¢©·r¦�ª�¦�¨ H(1) ∈ K(B)

�



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� �¤�

Ç)´u¡�¨uÂÏ¨u¦���¦�­�Â ∅ ≺ B ≺ R �(ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§É��¦�¢u ¤¯°­|�¤¡�¨¤�¤²*¥�´�²��� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨uÂ
xn → xB

¸|¨u u�Ð¶%�
H(xn) � B

¸%��­���ª�¦�§'�� u¡µ·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨±Â
H(xn)

£�¢©·|£�¦�¨u¡�£���¦�¢u ¤¯�®
­|�¤¡�¨©�¤²*¥�¦�¬��� Y¢u«�·r²�ª�¦�����²�¸r��  » ¨u u§�´�¡�¢u u¬�¡�¨u¢u Wí��æ�u� �C¢©·r¦�ª�¦�¨

∞⋂

n=1

H(xn) = H(xB) � B.

� ¶r­�´��� u¬�¡�¨u u­� u��¹	¸|¶�·|£m��¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥�¦�¬��� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨±�
xn → xB

¡0�� u§# ¤¥�Âu²
��­�¦³¶�·r �ºY¦�����£Hí�� óC�� ©·|´�ª|�¤¦�§

∞⋃

n=1

H(xn) � B.

Ç	 u¡�«¼ ©·rÂu«�´
∞⋃

n=1

H(xn) = X−1([0, xB)) ∼ H(xB),

 u«¼ u��ª|�©¨u¦³·rÂu�� J��§#¦�¦�§
B ∼ H(xB)

�
î(¢u��¶|´­�;í��æ�u�� ��|� B̃ §# �ºJ�� 	 u��­�¦³¶r¦³·r��¨uÂ�½	´���«�È��� u�|��· P̃ : B̃ → [0, 1]

¸u¡�¨©�¤¢¤£�¥���¬W¢
¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u��¦0«�·%�¤¡�¡�´ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±� K(H(x))

ª���¡³·r 
x
��×�´���«�È��� u�|��·

P̃
¸�¢C¡�¢u u²

 uª�¦�­�¦³¶rÂ�¸|�� u­� �ºY¶%�¤¦�¨Y½	´���«�È��� u�|��·
P : B → [0, 1]

�� W��­|�¤¢u��·|´

P (B) = P̃ (K(B)), B ∈ B.
�;í��æ� ~  

Ç	 u«��©ºY¦�§¾¸¼ª�¨u 
P
£�¢©·|£�¦�¨u¡�£���¡�«¼ u§#¹¾§/¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹A§/­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¦�§¾�rÅ)ª�¦�¢u��¶r�� �¸

P (B) ≥ 0, B ∈ B � P (R) = 1
¢u¢u��¶|´ R = H(1)

¸���  » ¨u u§�´] u¡�¨©��·r u¡�Â5�� u«��©¯��©¨uÂ σÆ���¶�¶r��¨u��¢u�� u¡�¨uÂ��;í��æ� ~  ³��Ç)´u¡�¨uÂ
A1, A2, . . .

Æm�� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨±Âm�� u�|�¤­��� ���¦���¦�­�¦³®
¡�¦�«��¤²*¥���Ä¼¡�£]¡� u¿u¹1¨u��¬�¸��T��´u¡�¨uÂ

xk ∈ [0, 1]
¨©�¤«¼ u¢u¹	¸�ª�¨u 

H(xk) ∼ Ak, k = 1, 2, . . .
�

Å)¿u ¤¯°�|��ª���§
x0 = 0

¸
∆k = (xk−1, xk]

¸
Bk = X−1(∆k), k = 1, 2, . . .

�¨µ	¡��� �¸1ª�¨u 
P (Bk) = xk

�
∞∑

k=1

Bk = X−1((0,
∞∑

k=1

xk]),

��  » ¨u u§�´
P (

∞∑

k=1

Bk) =
∞∑

k=1

xk.

�	­� u§#¦	¨u u�� �¸
Ak ∼ Bk, k = 1, 2, . . .

¸���  » ¨u u§�´u¸|´�ª���¨u¹¾¢±�©£m¡³·r¦³¶r¡�¨u¢u��¦�í��æ��ù�¸��� ©·|´�ª|�¤¦�§
∞∑

k=1

Ak ∼
∞∑

k=1

Bk,

 ¤¨u«�´�¶%�
P (

∞∑

k=1

Ak) =
∞∑

k=1

xk =
∞∑

k=1

P (Ak),

ª�¨u T�/ ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨
σ
Æ]��¶�¶r��¨u��¢u�� u¡�¨uÂ

P
�§�x�¤«���§! u¿u­|�©¯° u§¾¸

P
¶r¦�¬�¡�¨u¢u��¨±¦³·rÂu�� T¯���¶%�¤¦�¨

¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u¦�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦��|� B �



�uù ��� ���|�������u���������

Ç	 u«��©ºC¦�§]¨u¦���¦�­�Â�¸�ª�¨u C��¦�¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´±¦�¨�¶r­�´��� u�� C¢u¦�­� �£�¨u�� ¤¡�¨u�� u�° C­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�¸
¡� u�Ð·%�¤¡� u¢±�¤���� u�� Y¡)��¡ÐÄ± �¶r��¹¾§S ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§8��­|�¤¢©¶r u�� °¶r u¿u��£���Ç	­�¦³¶r�� ©·r �ºJ��§/��­� ¤¨u��¢©®
�� u¦���¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´u¦�¨m¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u¦Y­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����|¦

Q : B → [0, 1]
¸��m¶�·|£T��¦�«¼ ¤¨u u­� u�� 

B ∈ B ¢u¹¾�� ©·r��£�¦�¨u¡�£ Q(B) < P (B)
��Å)¿u ¤¯°�|��ª���§

β = P (B) − Q(B) > 0
¸�¢u¹¾¿u¦�­�¦�§

È�¦³·r u¦
N > 1/β

���|�¤��§#¦���Â¤Ã�¦�¦�È�¦³·r u¦
M
¸%��­���«¼ ¤¨u u­� u§'¢u¹1�� ©·r��£�¦�¨u¡µ£ M

N
P (B) ≥ 1

�
����·r¦�¦¤¸| u¿u ¤¯°�|��ª���§

δ = P (B)/N
¸
∆1 = [0, δ]

¸
∆k = ((k − 1)δ, kδ]

¸
k = 2, . . . ,M − 1

¸
∆M = ((M − 1)δ, 1]

�kµ	¡��� �¸rª�¨u W¶�·r����¹Ì����¨u¦�­�¢±��·r u¢
∆k, k = 1, 2, . . . ,M

��¦0��­�¦�¢u¹(®
ÃC�¤²*¨

δ
¸��

M∑

k=1

∆k = [0, 1],

��­���ª�¦�§
Q(X−1(∆k)) = Q(B)/N, k = 1, 2, . . . ,M − 1

¸��
Q(X−1∆M)) ≤ Q(B)/N��  » ¨u u§�´

Q(R) ≤ M

N
Q(B) =

M − 1

N
P (B) +

1

N
P (B)− M

N
β

<
M − 1

N
P (B) +

P )B)−Mβ

N
<

M − 1

N
P (B) < 1,

ª�¨u W£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£m��­� ¤¨u��¢u u­�¦�ª���¦�§¾��Ç	­�¦³¶r�� ©·r �ºC¦�����¦
Q(B) > P (B)

��­���¢u �¶r��¨J«m��­� ¤¨u��®
¢u u­�¦�ª���²Ö�¤�|��·r u����ª��� ��E���¤«���§S u¿u­|�©¯° u§¾¸�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦

P
¦³¶r����¡�¨u¢u¦����� �¸%��¨u¦� u­�¦�§��

í�� �C�� ©·r�� u¡�¨uÂu²Ì¶r u«��©¯��¤�|��� �
ë@0^¸ 35476981:<;=69>9;)ß9Ý9;·à�ß981á947;=69>@?
�
�¤«�§#¹Î´¼ºC¦1¢u��¶r¦³·r�C­|�¤��¦�¦¤¸©¯���¶%�¤����¦1§#¦�­�¹S­���¡�«��)�|��§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦1­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬W�� ©®
­� �ºY¶%�¤¦�¨��|����¦�§/ ©¨u�� ¤Ã�¦�����¦	��­�¦³¶r�� uª�¨u¦°����£��|÷��|��ª���¨u¦³·rÂu��¹¾¬�����¨u¦�­�¦�¡	��­�¦³¶r¡�¨¤�¤¢©·|£�¦�¨
­�¦�Ã�¦�����¦C u¿u­|�©¨u�� u¬m¯���¶%��ª����%�|��Ä± �ºY¶r¦�����¦�§#¦�­�¹!­���¡�«���¸�¡� u�Ð·%�¤¡� u¢±�¤���� u¬�¡�¯°��¶%�¤����¹¾§
 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§Ï��­�¦³¶r�� ¤ª�¨u¦°����£��¼î]¶%�¤���� u§T�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦¾§#¹S��¡�¡µ·r¦³¶|´±¦�§]´u¡³·r u¢u��£�¸u��­��Y«¼ ©®
¨u u­�¹(ÄT§# �ºJ�� ��³�¤­|�¤��¨u��­� u¢±�©¨uÂH¡�´¼¥�¦�¡�¨u¢u u¢±�¤����¦Y¨©�¤«¼ u¬T§#¦�­�¹Í­���¡�«��J¶�·|£5¢u¦�¥�¦�¡�¨±¢u¦���®
��¹(ÄH­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬��

QS%:$&%*) � g)e57�9)f=<	f36Íe�n�h*i
Ç)´u¡�¨uÂ F ÆP��¦�«� ¤¨u u­� u¦0¢u¹¾��´�«�·r u¦�§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u J½	´���«�È���¬m­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£��|�W��¯�§�¦�­���®§# u§m��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u¦

(R,B)
¸��Ð¶r¦

R
Æ)§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u �¢u¦�¥�¦�¡�¨±¢u¦�����¹(Ä�ª���¡�¦³·�¸¤� B Æ)¿u u­�¦³·r¦�¢©®¡�«��©£

σ
® ��·r��¦�¿u­|�Y�|�

R
�rî'«���ª�¦�¡�¨u¢u¦ F §# �ºY¦�¨W¢u¹¾¡�¨¤´��|�©¨uÂP§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u W¢u¡�¦³ÄH½	´���«�È���¬­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�¸u u¿©·%��¶%�¤²*¥���ÄC«¼ u��¦�ª���¹¾§#�W§# u§#¦���¨©�¤§#��¶r 	��¦�«¼ ¤¨u u­� u�� 
½
��«�¡���­� u¢±�¤��®

�� u�� C�� u­¼£�¶r«����|ËH¹N¿¤´�¶r¦�§S��­�¦³¶r�� ©·%�¤�³�©¨uÂ�¸|ª�¨u Y§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u  F ¡���§#§#¦�¨u­���ª��� �¸�¨u Y¦�¡�¨uÂ
F ∈ F ¢©·r¦�ª�¦�¨ F c ∈ F ¸©�Ð¶r¦ F c  u¿u ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨�¶r¢u u¬�¡�¨u¢u¦�����´�²Á½	´���«�È���²ý­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
¶�·|£

F
 ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� J«��¤�� u����ª�¦�¡�«¼ u�� J­�¦�¢u¦�­�¡°�Y�|�

R
�;¡�§¾�|�|�¤­|�¤��­|�¤½j�u�ñ�[ ³�



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ���

Ç)´±¡�¨uÂ0�|� F ¯���¶%�¤�� 
 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦*��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£ � ¸©¨u 0¦�¡�¨uÂ0�� ©·r�� u¦1¨u­|�¤��¯°��¨u��¢u�� u¦ ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦¤��ËH¹`¿¤´�¶r¦�§8¡�ª���¨©�©¨uÂP¢u¹¾�� �·r��¦�����¹¾§#��¡³·r¦³¶|´�²*¥���¦���­�¦³¶r�� ©·r �ºY¦�����£��
ÚHw�ÜuÝ B p|àxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D9z�D }GFIHKJ�LNMCOPJEQ�OC_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQq] � \2L��{p�U[\2L�YXU�J�L­\f_�LShl]E`�gwLjR\PHCLP®EU[\PHKQEvlO2\PgwL��eLC`XL^RaQEJEQ�hkL�YXU�JEQq] ≤s

æ�`Ppl]
F,G ∈ F

F <s G =⇒ F ≺ G.
�;í��æ���! 

�
·|£H�� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨u��½	´���«�È���¬m­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
F1, F2, . . . ∈ F

¸|��¦�´�¿¤¹¾¢±�¤²A®
¥�¦�¬/�� 5¡�¨u °Ä¼�¤¡�¨u�|ª�¦�¡�«� u§�´]¶r u§#������­� u¢±�¤����²¦�

F1 ≤s F2 ≤s . . .
¸�§# �ºJ�� m u��­�¦³¶r¦³·r��¨uÂ

��­�¦³¶r¦³·
limi→∞ Fi = F

�� W��­|�©¢u��·|´

F (x) = inf
i

Fi(x), x ∈ R.
�;í��æ�°íw 

	 �|��·r u����ª��� �¸¼¶�·|£���¦�¢u ¤¯°­|�¤¡�¨©�¤²*¥�¦�¬H�� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡³¨±�H½	´���«�È���¬�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
F1 ≥s F2 ≥s . . .

 u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨u¡µ£m��­�¦³¶r¦³·
F = limi→∞ Fi

�
F (x) = sup

i
Fi(x), x ∈ R.

�;í��æ���[ 
ÚHw�ÜuÝ B p|àxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D9z�D9zz²1�w\PHK�

F1, F2, . . . ∈ F É _�L�\£pkOP`XL�YXU�HCO{p��!J�L�\eHC�dn��!JEg!iÃEQE�°hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQq]l©�J�OP�!��WZYXU�Ä ª UN]¥Y°\{RaWZ\{pkO�\PHCLP®EU[\PHKQEvlO2\PgwL��eL�`XLjRaQEJEQXhkL�YXU�JEQq]Q�L�� hwU�JEQEvlOPJEJEUN]�_�L9_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQEÄ5J�OPgwLNHCLohkLN�Øn��!JEg!ÃEQ�Oe��hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQq]
G ∈ F æ

Fi � G, i = 1, 2, . . . m7Ê L��j`�U9_�hkOP`XO£p��!JEUN]�n��!JEg!ÃEQq]9hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQq] F = inf i Fi

L�� hwU�i
JEQEvlOPJEU _�LK_�hkOP`�_�LNvqHCOPJ�QEÄsæ

F � G m
Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸rª�¨u Y��­�¦³¶r¦³·rÂu�|�©£H½	´���«�È���£

F
�­�;í��æ�°íw ����;í��æ���[ ³¸�¢¤ u u¿¤¥�¦	�� u¢u u­±£�¸�§# �ºC¦�¨Y�

��¦�¿u¹1¨uÂ�½	´���«�È���¦�¬T­|�¤¡���­�¦µ¶r¦³·r¦°����£���Ê
�¤��­���§#¦�­�¸r¶�·|£��� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨±�T¢u¹¾­� �ºY®
¶r¦�����¹(Ä]½	´���«�È���¬Ï­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£Ð�;¡�§¾�·� ~ � �! o 

Wn, n = 1, 2, . . .
�

W = limi→∞Wi��§#¦�¦�§
W (x) ≡ 0

��×� u­�§�´�·r��­� u¢u«�����­�¦³¶r�� ©·r �ºC¦�����£=í�� ~ � ~ �� °¶r­|�©¯�´�§#¦�¢±�¤¦�¨�¸�ª�¨u H��­�¦³®
¶r¦³·rÂu�|�©£H½	´���«�È���£

F
]�Y2pl]�OPHC\^]P½	´���«�È���¦�¬m­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£��

ÚHw�ÜuÝ B p|àxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D9z�D ú ¡ QqRsRtOPHuh�Qq] m FIHKJ�LNMCOPJEQ�O�_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQq] � ]�Y2pl]�OPHC\^]\PQqRsRtOPHuh�QEvqJEWrRu©·HCLCO2\PHK��`Ppl]�_�hkLNQlV�Y�Lop��!JEWr®
F,G ∈ F

F � G =⇒ F c � Gc.
�;í��æ���! 

Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸�ª�¨u �¢u¢u��¶|´=¡���§#§#¦�¨u­���ª��� u¡�¨u�/«��¤�� u����ª�¦�¡�«� u�� �­�¦�¢u¦�­�¡°��¢��;í��æ���! 	¡���­|�¤¢u¦³¶�®
·r��¢±�C�H u¿u­|�©¨u�|�©£H��§#��·r��«��¤È���£��
ÚHw�ÜuÝ B p|àxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D9z�D ÿ ¤¦OP_�hkO£h�WZYXJ�L�\PHK�­_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQq]�LNHKJ�L�\PQEHCO{p��!J�L \{RtO2\PQ
hwU[\P_�hkOP`XO{p�OPJEQE� mrÑ \{p�Q�n��!JEg!ÃEQEQ hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQq] F,G,H ∈ F �!_�Lohl]E`XLNvlOPJEWÆ_�LC_XhkOP`�i_�LNvqHCOPJEQEÄG\{pkOP`��!Ä ª QqRÍLN�^hwU�V�L^R1æ F � G � H

©¨HCL�\P� ª O2\PHCYX�wOPH p ∈ [0, 1]
HKU�gwL�Oj©

vqHCL
G ∼ pF + (1− p)H m



� ~ ��� ���|�������u���������

÷r¶r¦�¡�Â
��­�¦³¶r�� ©·%�¤���¤¦�¨u¡�£J��¦���­�¦�­�¹¾¢u�|�©£J¡� u�Ð·%�¤¡� u¢±�¤���� u¡�¨uÂ0 ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£J��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£J¡
·r����¦�¬��� u¬�¡³¨u­�´�«�¨u´�­� u¬�§#�� �ºY¦�¡�¨u¢±�0½	´���«�È���¬P­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£��¼¶�·|£J¢u¡µ£�«¼ u¬J½	´���«�È����
­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

G
¸¼·r¦�ºY�©¥�¦�¬´��§#¦�ºY¶|´��

F
�

H
¢�¡�§#¹¾¡³·r¦
 ¤¨u�� ©Ã�¦�����£H��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£�¸

�|�¤¬�¶r¦�¨u¡�£ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�|�©£ G
½	´���«�È���£�­|�©¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����£�¸�·r¦�ºY�©¥C�©£���§#¦�ºY¶|´��

F
�

H
¢

¡�§#¹¾¡³·r¦0 u��¦�­|�¤È����m¡�§#¦�¡��m­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��¬��
îÎ¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°§]��­�¦³¶r�� ©·r �ºY¦������C¨u­�¦�¿¤´u¦�¨±¡µ£W¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢u u¢±�¤����¦¦�µ¶r¦�¨u¦�­�§#������­| u¢u�¤���� ©®

��  » «�¢u��¢±��·r¦���¨©�E�µ¶�·|£m¿u¦�­���´°·�·r��¦�¢u¡�«���Äm­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬�� ~ �ñé[ ³�
ÚHw�ÜuÝ B p|àxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D9z�D9ö ñ pl]z_�hkLNQlV�Y�Lop��!J�LN�zn��!JEg!ÃEQEQØhwU[\P_XhkOP`XO{pkOPJEQq]dòsO£h�JE��p[p�Q
Ba,b,p

JEU��E`XOPHC\^]zYXW�h�Lcbx`XOPJEJEUN]¥n��!JEg!ÃEQq]°hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQq]
Wc

HKU�g!UN]l© vqHCL
Wc ∼

Ba,b,p m
Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸�ª�¨u 

Ba,b,p = pWb +(1−p)Wa

��¸±¢u¢u��¶|´Y¡� u�Ð·%�¤¡� u¢±�¤���� u¡�¨u�P��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£P¡
�� u­±£�¶r«� u§8¡�¨u °Ä��¤¡�¨u��ª�¦°¡�«� u�� W¶r u§#������­� u¢±�¤����£�¸r¡
��¦� u¿°Ä¼ °¶r��§# u¡�¨uÂu²

c ∈ [a, b]
¸| �¶r�|�¤«¼ �¸

¢) ¤¨°·r��ª���¦¾ ¤¨*·r����¦�¬��� u¬C¨u¦� u­����9� ����� ¸�¯�¶r¦�¡�Â	��¦(��­�¦³¶r�� ©·%�¤���¤¦�¨u¡�£�¸uª�¨u 
c = pb+(1−p)a

�

QS%:$&%:$ � A&CÍe32 .�? f ?>, n�h)e`lme�g#� g�h#254 ,
ô(Ü¼prw�Üw�	Þ=ÿ�D }r}Ð²1�w\PHK�tJEUsRaJ�LcbdO2\PHCY�O¨n��!JEg!ÃEQE�7hwU[\P_�hkOP`XO{p�OPJEQq] F JEU (R,B)

VXU�`�U�i
J�L¦LNHKJ�LNMCOPJEQ�O7_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQq] � ©§`Ppl]�gwLNHCLohkL��eL�YXW�_�L^p�J�OPJEW�_�hkOP`�_�L^pkLcbdOPJEQq] Ï m � m Ë
É Ï m � mÕÔ!m§Ê L��j`�U¦\P� ª O2\PHCYX�wOPHTOP`NQEJ�\PHCY�OPJEJEUN]��£\=HCLNvqJ�L�\PHK�!Ä°`XL7\PHuhkL��eL¨RtLNJ�LNHCLNJEJEWr®_�hkO2LN�^hwU�V�L�YXU�JEQE���KRtO£hwUth�Q�\Pg!U

µ : F → R
©�RtLNJ�LNHCLNJEJEUN]´LNHKJ�L�\PQEHCO£p��!J�L � m

�� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢¤´ » ¨u u¬m¨u¦� u­�¦�§#¹Ì��­�¦³¶r�� ¤Ã0·r¦�§'��¦�¡�«¼ ©·rÂu«¼ Y·r¦�§#§¾¸%¢W«¼ ¤¨u u­�¹(Äm¡�ª���®
¨©�¤²*¨u¡µ£m¢u¹¾�� ©·r��¦�����¹¾§#�m��­�¦³¶r�� ©·r �ºY¦�����£Hí�� ~ �æ�)ÆJí�� ~ �ñ���
ûmÜw�a�	ÞTÿ�D }�zz²1�w\PHK�

F1, F2, . . . ∈ F É J�O2Y�L2VjhwU[\PHKU�Ä ª UN]C_�L�\£pkOP`XL�YXU�HCO{p��!J�L�\PHK�1n��!JEg!iÃEQE�ChwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQq]l©·L�� hwU�JEQEvlOPJEJEUN]�\PJEQlVX�f_�L¦_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQEÄdJ�OPgwLNHCLohkLN��n��!JEg!ÃEQ�OP�
hwU[\P_�hkOP`XO{p�OPJEQq]

G ∈ F æ Fi � G, i = 1, 2, . . . msÊ L��j`�U

lim
i→∞

Fi � G.
�;í��æ��é[ 

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp���Ç	 u¡�«� ©·rÂu«�´)¶�·|£���­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹(Ä
F,H ∈ F ¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦ F ≥s H¢©·r¦�ª�¦�¨�¸� uª�¦�¢u��¶r�� �¸

F c ≤s Hc ¸���¯�´±¡µ·r u¢u��¬
·r¦�§#§#¹]¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨�¸©ª�¨u  F c
1 , F c

2 , . . .
 u¿u­|�©¯�´�²*¨

��¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥�´�²+�; ¤¨u�� u¡���¨u¦³·rÂu�� m¡�¨u °Ä��¤¡�¨u��ª�¦°¡�«� u�� �¶r u§#������­� u¢±�¤����£� )�� u¡³·r¦µ¶r u¢±�©¨u¦³·rÂ©®
�� u¡�¨uÂm½	´���«�È���¬]­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�¸���­���ª�¦�§5�;í��æ���! �¢©·r¦�ª�¦�¨

F c
i � Gc, i = 1, 2, . . .

��Ç	 
��­�¦³¶r�� ©·r �ºY¦�����²Öí�� ~ � ~  ¤¨u¡�²1¶%�W��§#¦�¦�§

limi→∞ F c
i � Gc ¸rª�¨u J¢u¢u��¶|´���­�¦³¶r�� ©·r �ºY¦�����£

í�� ~ � �H¡Y´�ª�¦�¨u u§Ì­|�¤¢u¦���¡�¨u¢±�
limi→∞ F c

i = (limi→∞ Fi)
c » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� m´¼¨u¢u¦�­¼ºY¶r¦�����²

·r¦�§#§#¹	� �



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� �u�

ûmÜw�a�	ÞTÿ�D } ú ñ pl]�_XhkLNQlV�Y�L^p��!J�LN��n��!JEg!ÃEQEQ�hwU[\P_�hkOP`XO{pkOPJEQq] F ∈ F JEU��E`��!HC\^]�YXW�i
hkLcbx`XOPJEJEWZO=hwU[\P_�hkOP`XO{pkOPJEQq]

Wa,Wb ∈ F
HKU�g!Q�Oj©ZvqHCL

Wa � F � Wb m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp���Ç	­�¦³¶r�� ©·r �ºJ��§N��­� ¤¨u��¢u�� u¦���¶�·|£=��­� u��¯�¢u ©·rÂu�� u�� 

b ∈ R
¢u¹¾�� ©·�®

��£�¦�¨u¡�£
F � Wb

¸)�Ì­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§ �� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨uÂ`½	´���«�È���¬!­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
Wn, n = 1, 2, . . .

� ¶ ¨©�Î�� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨uÂ/£�¢©·|£�¦�¨u¡�£�¸1 uª�¦�¢u��¶r�� �¸1��¦�´�¿u¹¾¢±�¤²*¥�¦�¬
�� T¡�¨u °Ä��¤¡�¨u��ª�¦°¡�«¼ u§�´Î¶r ¤§�������­� ¤¢±�¤����²�¸#¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� �¸#�� T��­�¦³¶r�� ©·r �ºC¦�����² í�� ~ � ~ ¸
¦�¦���­�¦³¶r¦³·

W = limn Wn
£�¢©·|£�¦�¨u¡�£5½	´���«�È���¦�¬5­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�¸��

W � F
¸rª�¨u ���­� ©®

¨u��¢u u­�¦�ª���¨0¨u u§�´C uª�¦�¢u��¶r�� u§�´C½0�¤«�¨¤´u¸±ª�¨u 
W ≡ 0

�±Ç	 ©·|´�ª�¦����� u¦*��­� ¤¨u��¢u u­�¦�ª���¦¾¶r u«���®
¯°¹¾¢±�¤¦�¨
¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦

F � Wb
��­��C��¦�«¼ ¤¨u u­� u§

b ∈ R
�uî�¨u u­� u¦1´¼¨u¢u¦�­±ºY¶r¦�����¦

Wa � F¶r u«��©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡µ£��¤�|��·r u����ª��� Y¡
�� u§# ¤¥�Âu²Z·r¦�§#§#¹Zí��æ� ~ � �
ûmÜw�a�	ÞTÿ�D }±ÿ ñ pl]­_�hkLNQlV�Y�Lop��!J�LN��n��!JEg!ÃEQEQ�hwU[\P_�hkOP`XO£pkOPJEQq] F ∈ F JEU��E`XOPHC\^]­OP`�QEJEi\PHCY�OPJEJ�L�O¦YXWèhkLcbx`XOPJEJ�L�O¨hwU[\P_�h�OP`XO{pkOPJEQ�O

Wc

HKU�gwL�Oj©ZvqHCL
Wc ∼ F m

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp���Ç	 P·r¦�§#§#¦Yí��æ�����|�¤¬�¶|´¼¨u¡�£
a, b ∈ R

¨¤�¤«���¦¤¸�ª�¨u 
Wa � F � Wb

�
����·r¦�¦¤¸%��¯���­�¦³¶r�� ©·r �ºC¦�����£�í�� ~ � íJ¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨©¸�ª�¨u P��­�����¦�«¼ ¤¨u u­� u§

p ∈ [0, 1]
¡���­|�¤¢u¦³¶�®

·r��¢u 
F ∼ (1−p)Wa+pWb

�©Ç	 u¡�«¼ ©·rÂu«�´
¡�§#¦�¡�Â�¢u¹¾­� �ºY¶r¦�����¹(Ä0­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����¬
Wa,Wb��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·|£�¦�¨�¡� u¿u u¬W­|�¤¡���­�¦³¶r¦µ·r¦°����¦7�(¦�­���´°·�·r�

Ba,b,p
¸±��§#¦�¦�§

F ∼ Ba,b,p
� � ´¼¥�¦�¡�¨u¢u ©®

¢±�¤����¦���´¼ºJ�� u�� �¢u¹¾­� �ºY¶r¦����� u�� �­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£=¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨�¨u¦���¦�­�ÂH��¯Y��­�¦³¶r�� ©·r �ºC¦³®
����£ýí�� ~ �ñ�q�

Wc ∼ Ba,b,p ∼ F
¸(�]¦��� Î¦³¶r����¡�¨u¢u¦����� u¡�¨±ÂÎ¡³·r¦³¶|´±¦�¨/��¯���­�¦³¶r�� ©·r �ºY¦�����£

í�� ~ �æ�u� �
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrpÎ¨u¦� u­�¦�§#¹jí��æ�u�u��Ç	 m·r¦�§#§#¦�í��æ�°ím¶�·|£Î«���ºY¶r u¬Î½	´���«�È����S­|�¤¡���­�¦³®
¶r¦³·r¦�����£

F ∈ F �|�¤¬�¶r¦�¨u¡�£5¦³¶r����¡�¨u¢u¦����| u¦ » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¦�¦�¬�¢u¹¾­� �ºY¶r¦����� u¦�­|�¤¡���­�¦³®¶r¦³·r¦�����¦
Wc
��Ç	  » ¨u u§�´m½0�¤«�¨u u­�® §#�� �ºC¦�¡�¨u¢u  F̃ �� P ¤¨u�� ¤Ã�¦�����² » «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±� ∼ ¸�� u­� �ºY¶r¦����� u§�´m ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§`��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£ � ¸r£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£5¢u¦�¥�¦�¡�¨u¢u¦����� ©® �� �¶r u¿u��¹¾§¾¸��´¼¨u¢u¦�­±ºY¶r¦�����¦0¨u¦� u­�¦�§#¹Z¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨P��¯0��­�¦³¶�·r �ºY¦�����£=�u�æ�u�u� �ËH¦�­�¹Á­���¡�«���¸�¡� u�Ð·%�¤¡� u¢±�¤����¹¾¦�¡A ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§/��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£�¸�´°¶r u¢©·r¦�¨u¢u u­±£�²*¥���§

´u¡³·r u¢u��£�§]¨u¦� u­�¦�§#¹ýí��æ�u�u¸©·r¦���«¼ ��� °¶�¶%�¤²*¨u¡�£J�� ©·r�� u§�´Y u����¡°�¤����²0��Å)¿u ¤¯°�|��ª���§
C ⊆ R§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u H¢u¡�¦³Ä=ª���¡�¦³·

c ∈ R
¸�¶�·|£=«¼ ¤¨u u­�¹(Ä

Wc ∈ F
��Ç	 u¡�«¼ ©·rÂu«�´T«��©ºY¶r¹¾¬=«�·%�¤¡�¡

» «�¢u��¢±��·r¦���¨u�� u¡�¨±� F̃ ∈ F̃ ¡� °¶r¦�­±ºJ��¨8¢/¨u uª��� u¡�¨u�Z °¶r��´'¢u¹¾­� �ºY¶r¦�����´�²�½	´���«�È���²
­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£

Wc
¸���¶r¦

c = c(F̃ )
¸� °¶r�|�Y��¯
¨©�¤«���ÄH§#¦�­H­���¡�«��Y��§�¦�¦�¨P¢u��¶

µ(F ) = c(K(F )), F ∈ F ,
�;í��æ��ó! 

�Ð¶r¦
K : F → F̃ Æm«��¤�� u����ª�¦�¡�«� u¦Y ¤¨u u¿u­|�©ºC¦�����¦ F ¢�½0�¤«�¨u u­�® §#�� �ºC¦�¡�¨u¢u  F̃ ¸���¢u¡�¦¶r­�´�����¦0§# u��´¼¨J¿u¹1¨uÂY¯��¤����¡°�¤��¹Z¢Y½
 u­�§#¦

ν(F ) = f(µ(F )), F ∈ F ,

�Ð¶r¦
f
ÆJ��­� u��¯°¢u ©·rÂu�|�©£H¡�¨u­� u�� W¢u ¤¯°­|�¤¡�¨¤�©²*¥C�©£m½	´���«�È���£m�|�

C
�



�¤í ��� ���|�������u���������
ë@0SÚ 35â·Ý­Àt69>9á9;=69698¦Þ�4#"ùãx698säå;¨Þ�47ÜÇÝ­À1Þ�ß9Ý9;·à�;�Á�;=69>9ú
��¡³·r u¢u��§#¡�£ý ¤¨u§#¦�ª|�©¨uÂÎ ¤¨u­�¦�¯°«���¸�¯���¶%�¤¢±�¤¦�§#¹¾¦� ¤¨u�� ©Ã�¦�����¦°§É¡�¨u °Ä��¤¡�¨u��ª�¦°¡�«� ¤�° ]¶r u§#��®
����­� u¢±�¤����£�¸�����¶r¦�«�¡� u§

s
¸��|�¤��­���§#¦�­�¸

(←, G]s = {F ∈ F| F ≤s G} ¸���¯��H ¤¨u­�¦�¯°«���®§#��¸¼ u¿u­|��¯° u¢±�¤����¹¾§#�J ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§Î��­�¦³¶r�� uª�¨u¦��|��£�¸�¡� °Ä�­|�¤����§Ï��­�¦�ºJ��¦�¦* u¿u ¤¯°�|��ª�¦�����¦��
(←, H] = {F ∈ F| F � H} �èÖ)¯���­�¦³¶r�� ©·r �ºC¦�����£5í�� ~ �æ��¡0´�ª�¦�¨u u§' uª�¦�¢u��¶r�� u�� P¡� u ¤¨©®�� ¤Ã�¦�����£

F ∼ F, F ∈ F ¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨�¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦�¦W´¼¨u¢u¦�­±ºY¶r¦�����¦���¶�·|£=��­� u��¯°¢u �·rÂu�� u¬½	´���«�È�����­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
F ∈ F �|�¤¬�¶r¦�¨u¡�£�½	´���«�È���£P­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£ G ∈ F ¨©�¤«��©£�¸ª�¨u 

(←, F ]s ⊆ (←, G],

¨u J¦�¡�¨uÂ�¸%§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±��¸r u��­|�¤����ª�¦�����¹¾¦�¡�¢u¦�­±Ä�´H�� J¡�¨u °Ä¼�¤¡�¨u�|ª�¦�¡°«¼ u§�´�¶r u§#������­� u¢±�¤����²�¸
£�¢©·|£�²*¨u¡�£m u��­|�¤����ª�¦�����¹¾§#��¡�¢u¦�­uÄ�´H�H�� W��­�¦³¶r�� uª�¨u¦����|²��èÖ	��¨u¦�­�¦�¡��� J¯��¤§#¦�¨u��¨uÂ�¸%ª�¨u 
 u¿u­|�©¨u�� u¦¾¯��¤«�·r²�ª�¦�����¦¤¸�¢u u u¿¤¥�¦A�� u¢u u­±£�¸±��¦�¢u¦�­��� ���îÎ�|�¤¡�¨u �£�¥�¦�§Ï�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦A§#¹ý­|�¤¡³®
¡�§# ¤¨u­���§!¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¥C��¦���­���§#¦�­�¹�¶�·|£Ï ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¬/��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£�¸��� u­� �ºY¶r¦���®
��¹(ÄH��¯°¢u¦�¡�¨u��¹¾§#��§#¦�­|�¤§#�H­���¡�«����

QS%('�%*) � h�n)e�;�n)f�e`f . n)f>�Íe�n�h)e�9�g)e57�9)f/0 . e�n�h*i
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D }�öz²1�w\PHK� R = R+

©rUKLNHKJ�LNMCOPJEQ�Os_�hkOP`�_�LNvqHCOPJEQq]9QEJE`��!ÃEQ�hkL�YXU�i
J�L1RtO£hkLN�´LcbxQE`�U[O{RtLN��_�LopkOjVXJ�L�\PHKQ

µ(F ) =
∫ ∞

0
U(x) dF (x),

�;í��æ���! 
�j`XO

U : R+ → R
i7J�OP�!��WZYXU�Ä ª UN]�n��!JEg!ÃEQq]�_�LopkOjVXJ�L�\PHKQl© U(0) = 0 m�Ñ \{p�Q�YXW�_�L^p�iJq]�OPHC\^]

lim
t→∞

U(t) =∞,
�;í�� ~ ù! 

HCLC`Ppl]´_�hkLNQlV�Y�Lop��!J�LN�´n��!JEg!ÃEQEQ�hwU[\P_�h�OP`XO{pkOPJEQq]
G ∈ F \P� ª O2\PHCYX�wOPH H = H(G) ∈

F HKU�g!UN]l©¨vqHCL (←, G] ⊆ (←, H]s m§Ñ \{p�Q�bdO U
L�� hwU�JEQEvlOPJEU­JEU

R+

©¨HCL QEJEHCO£hkYXUcp
(←, G]

J�O¦L�� hwU�JEQEvlOPJ�_�LC\PHCLP®EU[\PHKQEvlO2\PgwL^Ra�9`XL^RaQEJEQ�hkL�YXU�JEQEÄ m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp����
·|£

F ∈ (←, G]s
�H��­� u��¯°¢u ©·rÂu�� u�� 

y ∈ R+
��§#¦�¦�§¨�

µ(G) ≥ µ(F ) =
∫ ∞

0
U(x) dF (x) ≥

∫ ∞

y
U(x) dF (x)

≥ U(y)
∫ ∞

y
dF (x) = U(y)(1− F (y)), y > 0,

�;í�� ~ �� 
 ¤¨u«�´�¶%�

F (y) ≥ 1− µ(G)

U(y)
, y > 0.

�;í�� ~u~  



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� �±�

Ç)´±¡�¨uÂP¡��|��ª|��·%�W¢u¹¾�� ©·r��¦��� ´�;í�� ~ ù! ³�%Å)¿u ¤¯°�|��ª���§
a
��­� u��¯°¢u ©·rÂu�� u¦�ª���¡³·r �¸|¶�·|£�«¼ ©®

¨u u­� u�� 
U(a) ≥ µ(G)

¸���¯���¶%��¶r��§8½	´���«�È���²Ö­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
H
¢W¢u��¶r¦

H(y) =
{

0, x < a
¸

1− µ(G)/U(y), x ≥ a.

�;í�� ~u~  (¢©·r¦�ª�¦�¨
F (y) ≥ H(y), y ∈ R+

¸�ª�¨u J�� ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨
F ∈ (←, H]s

�
Ç)´±¡�¨uÂY¨u¦���¦�­�Â��;í�� ~ ù! (��¦
¢u¹¾�� ©·r��£�¦�¨u¡�£�¸r�

U = sup
x∈R+

U(x) = lim
x→∞

U(x) <∞.

~#¡³·r�
G
£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£/§��¤«¼¡���§���·rÂu��¹¾§ » ·r¦�§#¦���¨u u§ F �� 5��­�¦³¶r�� uª�¨u¦°����²�¸�¨u  (←, G] =

F ¸���¸�«¼ u��¦�ª��� �¸|��¦)£�¢©·|£�¦�¨u¡�£H u��­|�¤����ª�¦�����¹1§ý�� Y¡³¨u �Ä¼�¤¡�¨u�|ª�¦�¡�«� u§�´P¶r u§#������­� u¢±�¤����²��~#¡³·r�YºC¦
G
��¦1£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£Y§��¤«¼¡���§���·rÂu��¹¾§¾¸u¨u 

µ(G) < U
¸¤�Y ¤¨u­�¦�¯° u«

(←, G]
¡� °¶r¦�­±ºJ��¨

¡�¦�§#¦�¬�¡�¨u¢u J½	´���«�È���¬m­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£

Fλ(x) =

{
1− µ(G)/U, 0 ≤ x < λ

¸
1, λ ≤ x

� , λ > 0,

«¼ ¤¨u u­� u¦0��¦	£�¢©·|£�¦�¨u¡�£H u��­|�¤����ª�¦�����¹¾§Á�� Y¡�¨u °Ä��¤¡�¨u��ª�¦°¡�«� ¤§#´P¶r u§#������­� u¢±�¤����²�� �
QS%('�%:$ � eY<)h�n)e�;�n)f�e`f . n)f>�Íe�n�h)e�9�g)e57�9)f/0 . e�n�h*i
Ç)´u¡�¨uÂ

g : [0, 1]→ [0, 1]
ÆC��¦�´�¿u¹¾¢u�¤²*¥C�©£�½	´���«�È���£�¸

g(0) = 0, g(1) = 1
¸ R = R+

¸ FÆJ¡� u¢u u«�´����� u¡�¨uÂJ½	´���«�È���¬m­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£��|�
R+
�|ë��¤¡�¡�§# ¤¨u­���§ý§#¦�­�´�­���¡�«��­� �°í±ù��

π(F ) =
∫ ∞

0
g(1− F (x)) dx

� í�� ~ �! 
�Ï�� u­� �ºY¶r¦����� u¦J¦�¬Ï ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦P��­�¦³¶r�� uª�¨u¦°����£ � �|� F �x�
�¤«] u¿u¹¾ª��� �¸ (←, G]

 u¿u ©®
¯°�|��ª|�¤¦�¨J����¨u¦�­�¢±��· {F ∈ F| F � G} �
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�Ü�ÿ�D }q�z²1�w\PHK�

g(t) > 0, t > 0.
�;í�� ~ íw 

Ê L��j`�U�Y�\^]Eg!QE��LcH7h�OjV�LNg´YXQE`�U (←, G]
©s�j`XO

π(G) < ∞ ©uL�� hwU�JEQEvlOPJ�Y�\SRaWZ\£pkO \PHCLP®EU�i\PHKQEvlO2\PgwL��eL1`XL^RaQEJEQ�hkL�YXU�JEQq]l©§U�QqRtOPJEJ�L2©
F ∈ (←, G]

Y2pkOPvlOPH
F ≤s H

©§�j`XO7n��!JEg!ÃEQq]
hwU[\P_�hkOP`XO{p�OPJEQq]

H
QqRtO2OPHÍYXQE`

H(x) =
{

0, 0 ≤ x < π(G)
©

1− g−1 (π(G)/x) , π(G) ≤ x m
�;í�� ~ �[ 

Ñ \{p�Q´bdOC�w\£pkL�YXQ�O­� Ï m �NÏ���J�OCYXW�_�L^p�J�OPJ�L2©=HCL@LNHuhkOjVXg!Q�YXQE`�U (←, G]
J�OCL�� hwU�JEQEvlOPJEW

Y \{RaW·\£pkO¦\PHCLP®EU[\PHKQEvlO2\PgwL��eLC`XLjRaQEJEQ�hkLNYXU�JEQq] m



�u� ��� ���|�������u���������

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp�� � �|��ª|��·%�
 ¤¨u§#¦�¨u��§¾¸¼ª�¨u ���­��W¢u¹¾�� ©·r��¦������W´u¡³·r u¢u��£��;í�� ~ íw x½	´���«�®
È���£Ø�;í�� ~ �[ ¾£�¢©·|£�¦�¨u¡�£=½	´���«�È���¦�¬=­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£����
·|£5��­� u��¯°¢u ©·rÂu��¹(Ä

y > 0
�

F ∈
(←, G]

��§#¦�¦�§

π(G) ≥ π(F ) =
∫ ∞

0
g(1− F (x) dx ≥

∫ y

0
g(1− F (x)) dx

≥
∫ y

0
g(1− F (y)) dx = yg(1− F (y)),

 ¤¨u«�´�¶%�
F (y) ≥ 1− g−1(π(G)/y), y ≥ π(G),

ª�¨u W�H¢©·r¦�ª�¦�¨W¨u­�¦�¿¤´u¦�§# u¦0´¼¨u¢u¦�­±ºY¶r¦�����¦¤�
Ç)´±¡�¨uÂH¨u¦���¦�­�Â��;í�� ~ íw ���¦W¢u¹¾�� ©·r��¦��� �¸�¨u H¦�¡�¨uÂm½	´���«�È���£

g
­|�¤¢u�|�Hù�¢H��¦�«¼ ¤¨u u­� u¬

 u«�­�¦�¡�¨u�� u¡�¨±�]��´°·|£
[0, a)

¸
a > 0

��ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Z¡�¦�§#¦�¬�¡�¨u¢u m½	´���«�È���¬=­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
{Fλ, λ > 0} ¢u��¶%�

Fλ(x) =
{

1− a/2, 0 ≤ x < λ
¸

1, λ ≤ x
� �;í�� ~ �! 

Ç	 u¡�«¼ ©·rÂu«�´
1−Fλ(x) ≤ a/2, x ≥ 0

¸±�� ©·|´�ª|�¤¦�§
π(Fλ) = 0

��­��C·r²�¿u u§
λ > 0

¸± °¶r�|�¤«¼ 
¡�¦�§#¦�¬�¡�¨u¢u ��;í�� ~ �! ³¸� uª�¦�¢u��¶r�� �¸���¦) u��­|�¤����ª�¦��� C¢C¡�§#¹¾¡³·r¦	¡�¨u °Ä¼�¤¡�¨±��ª�¦�¡°«¼ u�� �¶r u§#������­� ©®
¢±�¤����£�� �



" ÓKÔÖÕ�Ô �

$ % � ��×°,�,�* % Ù³,��,Ô

îS¶%�¤���� u¬��Ð·%�¤¢u¦	��¯�´�ª|�¤²*¨u¡�£�¶r���|�©§���ª�¦�¡�«���¦
¯���¶%��ª���¨u¦� u­�����­���¡�«���¸|����§#¦����� �ÆW��­� ©®
È�¦�¡�¡�¹À­���¡�«�����Ç	­� u¿©·r¦�§��m��¯°§#¦�­�¦�����£/­���¡�«���¢ » ¨u u§!¡³·|´�ª|�¤¦J¯°�|��ª���¨u¦³·rÂu�� T¡³·r �ºJ��¦�¦¤¸
ª�¦�§5¢*¡�¨¤�©¨u��ª�¦�¡�«|��Ä��� u¡�¨©�¤�� u¢u«���Ä�¸©­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­�¦�����¹(ÄC­|�¤��¦�¦¤�¤Ê
�¤��¿u ©·r¦�¦(­|�¤¡���­� u¡�¨u­|�¤��¦���®
�� u¬J§#¦�­� u¬J­���¡�«��0¢	¶r���|�¤§#��ª�¦�¡�«���ÄJ¯���¶%��ª|��ÄY£�¢©·|£�¦�¨u¡�£P¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨uÂ�­|�©¯° u­�¦�����£��;��·r�
¶r u�� ©·r����¨u¦³·rÂu�� u�� �¡� u¿u¹1¨u��£mÆ�¢u¹1ºJ��¢±�¤����£� A��­� uÈ�¦�¡�¡°��¸���¯�´�ª�¦�����¦C«� ¤¨u u­� u¬��5¡� u¡�¨©�¤¢©®
·|£�¦�¨T u¡��� u¢u�� u¦P¡� °¶r¦�­±ºW�¤����¦P�Ð·%�¤¢u¹	�#î��|�¤­|�¤��­|�¤½	¦H���æ�P u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£S«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«���¬
��­� uÈ�¦�¡�¡�­���¡�«���¸��� °¶r¢u¦�­��³�¤¢¤Ã���¬�¡�£S����¨u¦���¡���¢u�� u§�´Î��¯�´�ª�¦�����² �|����­� ¤¨�£�ºC¦������/¢u¡�¦��� 
¶r¢±��¶rÈ|�©¨u u�� /¢u¦�«����1îj¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°§4�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦�¢u¢u °¶r��¨u¡µ£'�¤��­�¦�����­� u¢±�¤����¹¾¬N��­� uÈ�¦�¡�¡
­���¡�«���¸|��¯�´�ª|�©²*¨u¡µ£H¦��� Y¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�C��¢u¹¾¢u °¶r��¨u¡�£�´�­|�¤¢u��¦�����¦)¶�·|£�¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�m¦��� Y¢u¹(®
ºJ��¢±�¤����£��1Ç
�¤­|�¤��­|�¤½ ��� �Ï�� u¡�¢¤£�¥�¦��N§#¦�¨u °¶%�¤§4­�¦�Ã�¦�����£N�� ©·|´�ª�¦����� u�� /´�­|�¤¢u��¦�����£��
îÀ¯��¤«�·r²�ª���¨u¦³·rÂu�� u§É�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦� u����¡�¹1¢±�¤¦�¨u¡µ£Á��­� uÈ�¦³¶|´�­|�Ï¢¤¯��¤��§#�� u¬Á�¤����­� u«¼¡���§���®
È����8«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«� u�� Ï�ý�¤��­�¦�����­� u¢±�¤���� u�� Ï��­� uÈ�¦�¡�¡� u¢]­���¡�«���¸��� ¤¯°¢u ©·|£�²*¥C�©£8��¦�­�¦��� ©®
¡���¨uÂ�¡�´¼ºY¶r¦�����£J 0¡�¢u u¬�¡�¨u¢±��ÄW��­� uÈ�¦�¡�¡� u¢�¡* °¶r�� u�� 0¢u��¶%�
�|�)¶r­�´��� u¬�¸¼�J¡³·|´¼ºY�©¥C�©£C¶�·|£
��­���¿©·r��ºC¦����� u�� W¢u¹¾ª���¡³·r¦�����£HÄ¼�¤­|�¤«�¨u¦�­���¡�¨±��«���­� uÈ�¦�¡�¡� u¢��

óC02/ ¡�Á�À1ÞIÞ�>9á9;¨Þ�¾9>9ú ß9Ý981¿9;¨ÞIÞ+Ý9>­Þ�¾ À
V&%*)>%*) � 9�g)e57
eY<	e�n�h)e
ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§ ��´¼�¤¡�¡� u�� u¢u¡�«���¬!�� ¤¨u u«!¡� u¿u¹1¨u��¬Ö����¨u¦���¡���¢u�� u¡�¨±�

λ > 0
¸��|�¤¡�¨¤´��|�¤²A®

¥���ÄÌ¢Á§# u§#¦���¨u¹K¢u­�¦�§#¦����
0 < T1 < T2 < ...

¸���­�� » ¨u u§ ����¨u¦�­�¢±��·r¹K¢u­�¦�§#¦����
θi = Ti+1 − Ti, i = 1, 2, ...

§#¦�ºY¶|´Î�� u¡µ·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu��¹A§#�8¡� u¿u¹1¨u��£�§#�S��¦�¯��¤¢u��¡���§#¹
�H��§#¦�²*¨J °¶r���|�¤«¼ u¢u u¦
�� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu�� u¦0­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦�¡
�|�¤­|�¤§#¦�¨u­� u§

λ
�

P{θi ≤ v} = 1− exp(−λv), v ≥ 0.
� ���æ�� 

Ç)´u¡�¨uÂ
Z̃i, i = 1, 2, ...

Æ=�� u¡³·r¦³¶r u¢±��¨u¦³·rÂu�� u¡�¨±Â=��¦�¯��¤¢u��¡���§#¹(Ä/ °¶r���|�¤«¼ u¢u 5­|�¤¡���­�¦³¶r¦³®
·r¦�����¹(ÄH¡³·|´�ª|�¤¬���¹(Äm¢u¦³·r��ª����m¡
½)´���«�È���¦�¬�­|�¤¡���­�¦³¶r¦µ·r¦°����£



�uó ��� ���|�������u���������

F̃ (v) = P{Z1 ≤ v}; F (c)(0) = 0,
� ��� ~  

�
N(t) = max{k : Tk ≤ t}− � ��� �! 

«¼ ©·r��ª�¦�¡�¨u¢u 0¡� u¿u¹1¨u��¬W�|�) ¤¨u­�¦�¯°«¼¦
[0, t]

�¤��¯°¢u¦�¡�¨u��  � �±éN� ¸uª�¨u 
N(t)

£�¢©·|£�¦�¨u¡�£Y¡³·|´�ª|�¤¬��� u¬
¢u¦³·r��ª����� u¬m¡	­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����¦�§'Ç)´±�¤¡�¡� u�|�

P{N(t) = k} = e−λt (λt)k

k!
, k = 0, 1, . . .

� ��� íw 
��·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«���¬H��­� uÈ�¦�¡�¡	­���¡�«���¦�¡�¨uÂY¡³·|´�ª|�¤¬���¹¾¬���­� uÈ�¦�¡�¡	¢���¦���­�¦�­�¹¾¢u�� u§S¢u­�¦�§#¦³®

����¸�¯���¶%�¤¢±�¤¦�§#¹¾¬H¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§

X̃(t) = x + c̃t−
N(t)∑

i=1

Z̃i, t ≥ 0,
� ���ñ�[ 

�Ð¶r¦
x > 0

Æ��|��ª|��·rÂu��¹¾¬W«��¤����¨©��·P��­� uÈ�¦�¡�¡°��¸
c̃ > 0

Æ�¡�«¼ u­� u¡�¨uÂ0��­�¦�§#�|��·rÂu��¹(ÄW�� u¡�¨¤´���®
·r¦�����¬��
Å�¨u§#¦�¨u��§T¯�¶r¦�¡�Â�¸uª�¨u )��­� uÈ�¦�¡�¡1� ���ñ�[ �§# �ºY¦�¨)¿u¹1¨uÂ)¯��¤����¡°�¤��¨©�¤«�ºC¦(¢)��­���­|�©¥�¦�����£�Äè�

X̃(0) = x; X̃(t) = X̃(s) + c̃(t− s)−
N(t)∑

i=N(s)+1

Z̃i, t > s.
� ��� �! 

Å)¿u ¤¯°�|��ª���§ F «�·%�¤¡�¡1¢u¡�¦�¢u ¤¯°§# �ºJ��¹(Ä�½	´���«�È���¬C­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦°����£C�|��¢u¦�¥�¦�¡�¨u¢u¦����� u¬ u¡���¸ F+ = {F ∈ F : F (0−) = 0} Æ�«�·%�¤¡�¡�½)´���«�È���¬P­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�¸�¡� u¡�­�¦³¶r ©¨u uª�¦°��®��¹(ÄY�|�	��¦� ¤¨u­���È|�©¨u¦�·rÂu�� u¬W�� ©·|´± u¡����¼Ç	­� uÈ�¦�¡�¡A¢u��¶%�C� ���ñ�[ ³¸¤¯��¤¢u��¡�£�¥���¬W ¤¨0�|�¤­|�¤§#¦�¨u­� u¢
x, c̃, F̃ , λ

¿¤´°¶r¦�§Á u¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂ
X̃ = X̃(x, c̃, F̃ , λ)

¸%�Y«�·%�¤¡�¡�¢u¡�¦³Ä�¨¤�¤«���Äm��­� uÈ�¦�¡�¡� u¢J u¿u ©®
¯°�|��ª���§

X̃
�

X̃ =
{
X̃ = X̃

(
x, c̃, F̃ , λ

)
| x ≥ 0, c̃ > 0, F̃ ∈ F+, λ > 0

}
.

� ���ñé[ 
î(¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�| u¦���­� u¡�¨u­|�©��¡�¨±¢u Ï��­� uÈ�¦�¡�¡°�

X̃
¿¤´�¶r¦�§� u¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂ

(Ω̃, B̃, P̃)
¸#¨u­|�¤«�¨¤´u£

¦���  » ·r¦�§#¦���¨u¹ ω ∈ Ω̃
¸�«��¤«�¨u­|�¤¦�«�¨u u­�������­� uÈ�¦�¡�¡°�

X̃
�

V&%*)>%:$ ¢~, k�f#g)e�n�h)e�9�g)f X e32Y2 ,
ëx�©¯° u­�¦�����¦�§ý��­� uÈ�¦�¡�¡°��� ���ñ�[ (�|�©¯° u¢u¦�§8¡� u¿u¹1¨u��¦

R̃ = {ω ∈ Ω| ∃t > 0 : X̃(t) ≤ 0}, � ��� ó! 
�C¢u¹1ºJ��¢±�¤����¦�§/ÆY¶r u�� ©·r����¨u¦³·rÂu�� u¦0¡� u¿u¹1¨u��¦

S̃ = Ω \ R̃ = {ω ∈ Ω| ∀t > 0 : X̃(t) > 0}. � ��� �! 



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� �u�

î(¢u¦³¶r¦�§S¨¤�¤«�ºC¦0�¤�|��·r u����ª���¹¾¦0�� u��£�¨u��£�¶�·|£H«¼ u��¦�ª��� u�� W�� u­���¯° u��¨©�W¢u­�¦�§#¦����
[0, T ]

�

R̃T = {ω ∈ Ω| ∃0 < t ≤ T : X̃(t) ≤ 0}, � ���æ��ù! 

S̃T = Ω \ R̃T = {ω ∈ Ω| ∀t ∈ (0, T ] : X̃(t) > 0}. � ���æ�u�� 
ËH u§#¦���¨J­|�©¯° u­�¦�����£H¦�¡�¨uÂ��;¢u u u¿¤¥�¦	�� u¢u u­¼£�¸���¦�¡� u¿u¡�¨u¢u¦����|�©£� ¾¡³·|´�ª|�¤¬��|�©£H¢u¦³·r��ª����|�

τ̃ = min{t > 0 : X̃(t) ≤ 0}, � ���æ� ~  
­|�¤¢u�|�©£��� C u��­�¦³¶r¦³·r¦�����²

+∞ �|� S̃ � 	 �|��·r u����ª��� Y u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨u¡µ£�§# u§#¦���¨W­|�©¯° u­�¦�����£¶�·|£H«¼ u��¦�ª��� u�� W�� u­���¯° u��¨¤�Y¢u­�¦�§#¦����

τ̃T = min{t ∈ (0, T ] : X̃(t) ≤ 0}. � ���æ���! 
î(¦�­� �£�¨u�� u¡�¨uÂP­|�©¯° u­�¦�����£H��­� uÈ�¦�¡�¡°��� ���ñ�[ (¦�¡³¨uÂJ¢u¦�­� �£�¨u�� u¡³¨uÂP¡� u¿u¹1¨u��£�� ��� ó! e�

R̃(x) = R̃(x, c̃.F̃ , λ) = P̃(R̃(x, c̃, F̃ , λ)).
� ���æ�°íw 

óC0^¸ £Íâ·Ý9;=â·>9Ý981Ü¦Àt6969º»úøß9Ý981¿9;¨ÞIÞ'Ý9>­Þ�¾ À
V&%:$&%*) � 9�g)e57
eY<	e�n�h)e
Ç)´u¡�¨uÂ

Z1, Z2, . . .
ÆC�� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨±ÂC��¦�¯��¤¢u��¡���§#¹(ÄP �¶r���|�¤«¼ u¢u �­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¹1Ä

¡³·|´�ª|�¤¬���¹(ÄT¢u¦³·r��ª����5¡�½	´���«�È���¦�¬T­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
F ∈ F+

� 	 ��­�¦�����­� u¢u�¤����¹¾§`��­� ©®
È�¦�¡�¡� u§ý­���¡�«��Y�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£m��­� uÈ�¦�¡�¡0¢�¶r��¡�«�­�¦�¨±�� u§ý¢u­�¦�§#¦����m¢u��¶%�

X(n) = x + cn−
n∑

k=1

Zk, n = 0, 1, 2, ...
� ���æ���[ 

÷r¶r¦�¡�Â
x
Æ0�|��ª|��·rÂu��¹¾¬W«��¤����¨©��·P��­� uÈ�¦�¡�¡°��¸

c
Æ0¡�«� u­� u¡³¨uÂ0��­�¦�§#�|��·rÂu��¹(ÄY�� u¡�¨¤´���·r¦°����¬�¸

Zk, k = 1, 2, ...
Æ�¡�¨u­|��Ä¼ ¤¢u¹¾¦J´�¿u¹1¨u«����#Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸xª�¨u ���­� uÈ�¦�¡�¡�� ���æ���[ )§# �ºC¦�¨m¿u¹1¨uÂ

¨©�¤«�ºY¦)¯��¤����¡°�¤�m¢Y¢u��¶r¦

X(0) = x; X(n) = X(n− 1) + c− Zn, n = 1, 2, ...
� ���æ���! 

Ê
�¤§`�� ¤�|��¶r u¿u��¨u¡µ£=�� u��£�¨u��¦W ¤¨u­�¦�¯°«��H��­� uÈ�¦�¡�¡°�l����­��=½
��«�¡���­� u¢±�©����¹(Ä
t < T

¿¤´°¶r¦�§
�|�©¯°¹¾¢±�©¨uÂY¨¤�¤«

Xt,T (n) = X(t) + cn +
n∑

k=1

Zk+t, n = 1, 2, . . . , T − t.
� ���æ��é[ 



é¤ù ��� ���|�������u���������

µ	¡��� �¸¾ª�¨u 
X0,∞(n) = X(n)

��­��`¢u¡�¦³Ä
n = 1, 2, . . .

�
Xt,T (n) = X(n + t)

��­��
0 < n ≤ T − t

��î�ª|�¤¡�¨u�� u¡�¨u��¸#��­��
t = 0

�Î«¼ u��¦�ª��� u§
T
�� ©·|´�ª|�¤¦�¨u¡�£S��­� uÈ�¦�¡�¡��|�

«¼ u��¦�ª��� u§ý�� u­���¯° u��¨u¦�¢u­�¦�§#¦�����¸%�C��­��
T =∞ ÆYÄ�¢u u¡�¨u u¢u u¬H��­� uÈ�¦�¡�¡��

Xt(n) = X(t) + cn +
n∑

k=1

Zk+t, n = 1, 2, . . . .
� �¼�æ��ó! 

Ç	­� uÈ�¦�¡�¡C� ���æ���[ �¢u�� ©·r��¦� u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨u¡µ£P¯°�|��ª�¦�����£�§#���|�¤­|�¤§#¦�¨u­� u¢
x, c, F

¸���  » ¨u u§�´
¿¤´�¶r¦�§8 u¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂW¦��� 

X = X(x, c, F )
¸r�C«�·%�¤¡�¡0¢¤¡�¦³Ä�¨©�¤«���ÄH��­� uÈ�¦�¡�¡� u¢J ¤¿u ¤¯°�|��ª���§

X = {X(x, c, F )| x ≥ 0, c > 0, F ∈ F+}
� ���æ���! 

î(¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u¦C��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢u ���­� uÈ�¦�¡�¡°�
X ∈ X

¿¤´°¶r¦�§' u¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂ
(Ω,B,P)

¸��
¦���  » ·r¦�§#¦���¨±¹ ω ∈ Ω = Ω(x, c, F )

¨u­|�¤«�¨u u¢±��¨uÂ�¸#«��¤«Î¨u­|�¤¦�«�¨u u­����S��­� uÈ�¦�¡�¡°���#�
�©ºY®
¶%�©£]¨©�¤«���£Ï¨u­|�¤¦�«�¨u u­���£x�;��­��Î½
��«¼¡���­� u¢±�¤����¹(Ä]¯°�|��ª�¦�����£�ÄÏ�|�¤­|�¤§#¦�¨u­� u¢

x, c, F
 
 �¶�®

�� ¤¯°�|��ª��� W u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£m�� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� u¡�¨uÂu²
(ω1, ω2, . . .)

¸���¶r¦
ωk ∈ R+

��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©®
·|£�²*¨5¡� u¿u u¬]­�¦°��·r��¯��¤È����

Zk, k = 1, 2, . . .
¸�¨u �¦�¡�¨uÂ�¸

(Ω,B,P)
��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢u��§# 5¢�¢u��¶r¦

��­� u��¯°¢u¦³¶r¦�����£ý¡�ª�¦�¨u�� u�� ]«� ©·r��ª�¦�¡�¨u¢±� » «�¯°¦�§#��·|£�­� u¢]¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�� u�� ]��­� u¡�¨u­|�¤��¡�¨±¢±�
(R+,B,PF )

¸*��¶r¦
B
Æ'¿u u­�¦³·r¦�¢u¡�«��©£

σ
® ��·r��¦�¿u­|�8�|�

R+

¸)�8­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦
PF

�|�
(R+,B)

¯���¶%�¤�� W½	´���«�È���¦�¬m­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
F
�

Ç	­��H½
��«¼¡���­� u¢±�¤����¹(Ä
c, F

�
t < T

 u¿u ¤¯°�|��ª���§

ΩT,y
t,x = {ω ∈ Ω| X(t) = x, X(T ) = y}, x, y ∈ R

§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u W¨u­|�¤¦�«�¨u u­���¬�¸��|��ª����|�©²*¥���Ä¼¡�£5¢J§# u§#¦���¨P¢u­�¦�§#¦����
t
¢W¨u uª�«¼¦

x
¸%�m��­���¢u ©®

¶|£�¥���ÄH¢Y§# u§#¦���¨J¢u­�¦�§#¦����
T
¢Y¨u uª�«�´

y
������·r¦�¦¤¸

Ωt,x = {ω ∈ Ω| X(t) = x} =
⋃

y,T>t

ΩT,y
t,x , x ∈ R

 u¿u ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨)§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u )¢u¡�¦³Ä0¨u­|�¤¦�«�¨u u­��|¬���­� uÈ�¦�¡�¡°��¸¤��­� °Ä± °¶|£�¥���Ä�¢*§# u§#¦���¨)¢u­�¦�§#¦����
t
ª�¦�­�¦�¯�¨u uª�«�´

x
¸%¢Jª|�¤¡�¨u�� u¡�¨u��¸

Ωx = Ω0,x
Æ�§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u J¢u¡�¦³Äm¨u­|�¤¦�«�¨u u­���¬5��­� uÈ�¦�¡�¡°�

��­��H�|��ª|��·rÂu�� u§8«��¤����¨©��·r¦
x
�

Å)��­�¦³¶r¦³·r��§`¶�·|£] ¤¨u­�¦�¯°«��
Xt,T (x, c, F )

��­� uÈ�¦�¡�¡°�
X = X(x, c, F ) ∈ X

¡� u¿u¹1¨u��£
­|�©¯° u­�¦�����£H�H¢u¹1ºJ��¢±�¤����£

Rt,T = Rt,T (x, c, F ) = {ω ∈ Ωt,x| ∃0 < k ≤ T − t : Xt,T (k) ≤ 0, Zk+t > 0},

St,T = St,T (x, c, F ) = Ωt,x \ Rt,T (x, c, F ),

¢Yª|�¤¡�¨u�� u¡�¨±��¸�¶�·|£H��¡ÐÄ¼ °¶r�� u�� W��­� uÈ�¦�¡�¡°�

R0,∞(x, c, F ) = R(x, c, F ) = {ω ∈ Ωx| ∃k > 0 : X(k) ≤ 0, Zk > 0},



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� é��

S0,∞(x, c, F ) = S(x, c, F ) = Ωx \ R(x, c, F ).

Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸�ª�¨u �­|�©¯° u­�¦�����¦Y¢�§# u§#¦���¨�¢u­�¦�§#¦����
k
�|�¤¡�¨¤´��|�¤¦�¨H¨u ©·rÂu«¼ �¢�¡³·|´�ª|�¤¦Y�� ©·r ©®

ºJ��¨u¦³·rÂu�� u�� Ï´�¿u¹1¨u«��
Zk > 0

�¾ËH u§#¦���¨/­|�©¯° u­�¦�����£' ¤¨u­�¦�¯°«��Î��­� uÈ�¦�¡�¡°�
Xt,T

¿¤´�¶r¦�§
 u¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂ

τt,T = τt,T (x, c, F ) = min{k = 1, . . . , T − t| Xt,T (k) ≤ 0, Zk+t > 0}, � ��� ~ ù! 
¢Yª|�¤¡�¨u�� u¡�¨±��¸�¶�·|£H�� ©·r�� u�� W��­� uÈ�¦�¡�¡°��¸

τ = τ0,∞
�

Å)¿u ¤¯°�|��ª���§N¦�¥�¦ Sy
t,T = Sy

t,T (x, c, F )
§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u �¢u¡�¦³Ä5¨u­|�¤¦�«�¨u u­��|¬

Xt,T

��¯
St,T

¸
«¼ ¤¨u u­�¹¾¦
¯��¤«��¤��ª���¢±�¤²*¨u¡�£m¢C¨u uª�«¼¦

y
�
Xt,T (T − t) = y

�%Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸rª�¨u 

S0
t,T (x, c, F ) = ∅, x > −c(T − t),

� ��� ~ �� 
��¸|¢u u u¿¤¥�¦¤¸

Sy
t,T (x, c, F ) = ∅; y ≤ 0, x 6= y − c(T − t),

� �¼� ~u~  
�x u�Ð¶%�

St,T (x, c, F ) =
⋃

y

Sy
t,T (x, c, F ),

�Ð¶r¦0 u¿���¦³¶r����¦�����¦	¶r u¡�¨©�©¨u uª��� J¢u¹¾ª���¡³·r��¨uÂP�� C¨u¦�§
y
¸�¶�·|£H«¼ ¤¨u u­�¹(Ä Sy

t,T (x, c, F ) 6= ∅ �î'ª|�¤¡�¨u�� u¡�¨u��¸
S0,T (x, c, F ) =

⋃

y∈[0,x+Tc]

Sy
0,T (x, c, F ).

Å�¨u¡�²(¶%�W¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTö�D }Ð²=h�QÐ_�hkLNQlV�Y�Lop��!J�LjRÎn�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEJ�LjR

T = 1, 2, . . .
Q

x ∈ R\P_�hwU[Y�OP`Pp�Q�YXW¯_�hkOP`X\PHKU[Y2pkOPJEQq]
S = S(x, c, F ) =

⋃

y∈(0,x+Tc]

(
Sy

0,T (x, c, F )
⋂
ST,∞(y, c, F )

)
, x > −Tc,

� ��� ~ �! 

S(x, c, F ) = Sx+Tc
0,T (x, c, F )

⋂
ST,∞(x + Tc, c, F ), x ≤ −Tc,

� ��� ~ íw 
�j`XO Sx+Tc

0,T (x, c, F ) = {Z1 = 0, . . . , ZT = 0} m
î(¢u¦³¶r¦�§ý¦�¥�¦
 u¿u ¤¯°�|��ª�¦�����£P¶�·|£H¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u¦°¬m¢u¹1ºJ��¢±�¤����£��H­|�©¯° u­�¦�����£

Rt,T = Rt,T (x, c, F ) = P(Rt,T (x, c, F )),

St,T = St,T (x, c, F ) = P(St,T (x, c, F )) = 1−Rt,T ,

R = R(x, c, F ) = P(R(x, c, F )), S = S(x, c, F ) = P(S(x, c, F )) = 1−R.

î(¢u��¶|´m��¦�¯��¤¢u��¡���§# u¡�¨u�=�� °¶r���|�¤«� u¢u u¬�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����� u¡�¨±�
Zk, k = 1, 2, . . .

¡���­|�¤¢u¦³¶�®
·r��¢u 



é ~ ��� ���|�������u���������

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTö�D9z ñ pl]�_�hkLcQlV�Y�L^p��!JEWr® t < T ≤ ∞ Q
x, c, F

QqRtOPÄ=HÍRtO2\PHCL1hwU�i
Y�OPJ�\PHCYXU

St,T (x, c, F ) = S0,T−t(x, c, F ), Rt,T (x, c, F ) = R0,T−t(x, c, F ).
� ��� ~ �[ 

V&%:$&%:$ �¤? f/;#2 .�?>,@, �rg)e3�rh�g)f ?>, n�n)f>�%f¥9*g)f X e32Y2 ,
�
·|£m´�¶r u¿u¡�¨u¢±�W¶%��·rÂu��¦�¬�Ã���Ä5¡�¡�¹(·r u«T¡�½
 u­�§�´�·r��­�´u¦�§N��¦�«� ¤¨u ¤­�¹¾¦Y¡�¢u u¬�¡�¨u¢±�P¡� u¿u¹1¨u��¬
��¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u¦�¬H­|�©¯° u­�¦�����£���¢u¹1ºJ��¢±�¤����£P¢�¢u��¶r¦)��¦�¡�«¼ ©·rÂu«���Ä���­�¦³¶�·r �ºC¦�����¬�¸�¶r u«���®
¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢±�W«� ¤¨u u­�¹(ÄH�� ©·|´�ª|�¤²*¨u¡�£m��¦��� u¡�­�¦³¶r¡�¨±¢u¦����� P��¯0 u��­�¦³¶r¦³·r¦�����£��
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTö�D ú ñ pl]�_�hkLNQlV�Y�L^p��!JEWr® T1 < T2

Q�n�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEJEWr®
x, c, F

YXW�_�Lop�i
Jq]�OPHC\^]

R0,T1
(x, c, F ) ⊆ R0,T2

(x, c, F ) ⊆ R(x, c, F ),

S0,T1
(x, c, F ) ⊇ S0,T2

(x, c, F ) ⊇ S(x, c, F ),

R0,T1
(x, c, F ) ≤ R0,T2

(x, c, F ) ≤ R(x, c, F ),

S0,T1
(x, c, F ) ≥ S0,T2

(x, c, F ) ≥ S(x, c, F ).

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTö�D ÿ ñ pl]­_�hkLNQlV�Y�Lop��!JEWr®�n�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEJEWr® x, c, F
\P_�hwU[Y�OP`Pp�Q�YXWØ\{pkOPi

`��!Ä ª Q�O¦_�hkOP`XO£p��!JEWZO¦\2L�LNHKJ�LNMCOPJEQq]kæ

R(x, c, F ) =
∞⋃

T=1

R0,T (x, c, F ) = lim
T→∞

R0,T (x, c, F ),

S(x, c, F ) =
∞⋂

T=1

S0,T (x, c, F ) = lim
T→∞

S0,T (x, c, F ),

R(x, c, F ) = lim
T→∞

R0,T (x, c, F ), S(x, c, F ) = lim
T→∞

S0,T (x, c, F ).

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTö�D9ö ñ pl]�_XhkLNQlV�Y�L^p��!JEWr® x1 < x2

Q�n�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEJEWr®
c, F

YXW�_�Lop�Jq]Ei
Ä=HC\^]�\2L�LNHKJ�LNMCOPJEQq]kæ

R(x1, c, F ) ⊇ R(x2, c, F ), S(x1, c, F ) ⊆ S(x2, c, F ),

R(x1, c, F ) ≥ R(x2, c, F ), S(x1, c, F ) ≤ S(x2, c, F ).

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTö�D±� ñ pl]�_�hkLNQlV�Y�Lop��!JEWr® c1 < c2
Q�n�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEJEWr®

x, F
YXW�_�Lop�Jq]Ei

Ä=HC\^]�\2L�LNHKJ�LNMCOPJEQq]kæ

R(x, c1, F ) ⊇ R(x, c2, F ), S(x, c1, F ) ⊆ S(x, c2, F ),

R(x, c1, F ) ≥ R(x, c2, F ), S(x, c1, F ) ≤ S(x, c2, F ).



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� é¤�

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTö�D å Ñ \£p�Q F1, F2 ∈ F+

©�Q
F1

J�O7_�hkO2Y�L�\^®�LN`�QEH
F2

YK\{RaWZ\{pkOa\PHCLP®EU�i
\PHKQEvlO2\PgwL��eL¦`XL^RaQEJEQ�hkL�YXU�JEQq]l©�HCL¦O2\PHK�

F1(x) ≥ F2(x), x ∈ R+
©§HCL1`Ppl]�_�h�LNQlV�Y�L^p��!i

JEWr®�n�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEJEWr®
x, c

YXWZ_EL^p�Jq]EÄ=HC\^]´\2L�LNHKJ�LNMCOPJEQw]kæ

R(x, c, F1) ⊆ R(x, c, F2), S(x, c, F1) ⊇ S(x, c, F2),

R(x, c, F1) ≤ R(x, c, F2), S(x, c, F1) ≥ S(x, c, F2).

î]¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°§T��­�¦³¶�·r �ºC¦�������¯°�|�¤«�¡�¨u °Ä¼�¤¡�¨±��ª�¦�¡°«¼ u�� )¶r u§#������­� u¢±�¤����£ �s
��¡��� ©·rÂ©®

¯�´u¦�¨u¡µ£8¶�·|£8¡�­|�¤¢u��¦�����£ý¡³·|´�ª|�¤¬���¹(Äý¢u¦³·r��ª������(��­�� » ¨u u§ø��§�¦�¦�¨u¡µ£Á¢]¢u��¶|´/�|��·r��ª���¦
¨©�¤«� u�� W ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£m§#¦�ºY¶|´�½	´���«�È���£�§#�H­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£ » ¨u��ÄH¡³·|´�ª|�¤¬���¹(Äm¢u¦³·r��ª������
ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTö�D±�zê�L^RtOPJEH'hwU�V�LohkOPJEQq]¯U[� hkO2�jQ�hkL�YXU�JEJ�L��eL´_�hkLNÃ�O2\2\SU­h�Q�\Pg!U�]�Y2pl]Ei
OPHC\^]ÆRtLNJ�LNHCLNJEJ�LN�d\{p��!vqU��EJ�LN�¢Y�O£p�QEvqQEJ�LN�G�£Y�\SRaWZ\£pkO�_�Lohl]E`�g!U°\eHfLe®EU[\PHKQEvlO2\PgwL��eL
`XLjRaQEJEQ�h�L�YXU�JEQq]�� _�LCY�\2OSR5\2Y�LNQqRGUehk�j�XRtOPJEHKUNR1æ

x1 < x2 =⇒ τ(x1, c, F ) �s τ(x2, c, F ),

c1 < c2 =⇒ τ(x, c1, F ) �s τ(x, c2, F ),

F1 �s F2 =⇒ τ(x, c, F1) �s τ(x, c, F2).

� ½
 u­�§�´�·r��­�´u¦�§j·r¦�§#§�´N 8¡³·|´�ª|�¤¬���¹(ÄZ¿©·|´¼ºY¶%�¤����£�Ä�¸¾¶r u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢u Á«¼ ¤¨u u­� u¬
§# �ºJ�� T�|�¤¬�¨u�S¢Ø� �±éN�¦� ¨u¦� u­�¦�§#¹ � ~ �æ�u¸1� ~ � ~  ³�#Ê
�¤�� u§#����§¾¸#ª�¨u =¡³·|´�ª|�¤¬���¹¾§�¿©·|´¼ºY¶%��®
����¦�§8�|�©¯°¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£���­� uÈ�¦�¡�¡

Un =
n∑

k=1

Yk,
� ��� ~ �! 

�Ð¶r¦
Y1, Y2, . . .

Æ��� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� ¤¡�¨±Â���¦³¯��¤¢u��¡���§#¹(Ä0 �¶r���|�©«� u¢u ¾­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¹1Ä0¡³·|´±®
ª|�¤¬���¹(ÄH¢u¦³·r��ª�����¸|�H­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§S¶r¢u¦	¡�¢¤£�¯��¤����¹¾¦0¡
¿©·|´¼ºY¶%�¤����¦�§

Un
¡³·|´�ª|�¤¬���¹¾¦�¢u¦³®

·r��ª�����¹

m = min
n

Un.
� ��� ~ é[ 

M = max
n

Un.
� ��� ~ ó! 

ûmÜw�a�	Þ]ö�D±È ý Ì§¦ þ ¡ � ª O2\PHCYX�wOPH�Huh�Q�HKQE_EU \{p��!vqU��EJEWr®��^p��[bx`�U�JEQE��YXQE`�U�� Ô!m � H � m¨ � m ò·p��[bx`�U�JEQ�Oj© �X®�LN`2] ª O2O�YØ�XO2\PgwLNJ�OPvqJ�L�\PHK�¥� EY1 > 0
� J _�h�Qx|�HCLjR RaQ�JEQqRa�XR

� Ô!m ��¦S��]�Y2pl]�OPHC\^]¢\2LN�X\PHCY�OPJEJ�LN�d\{p��!vqU��EJ�LN�dY�O£p�QEvqQEJ�LN�l©KU�_�hkLNQlV�Y�L^pE�wJ�WZ�xY�O£hl®EJEQE��2hkL�Y�OPJE�
a ∈ R

`XL�\PHKQ��jU[OPHC\^]´\¦Y�O£hkLP]EHKJ�LN\PHK�wÄ}Ë!æ

P{Un > a
_�h�Q�J�OPgwLNHCLohkLjR

n > 0} = 1.



é©í ��� ���|�������u���������

© � m ò·p��[bx`�U�JEQ�Oj©��X®�LN`2] ª O2OKYCRaQEJE�w\1�XO2\PgwLNJ�OPvqJ�L�\PHK��� EY1 < 0
� J _�h�Q�|NHfL^RTRaU�gw\PQEiRa�XR.� Ô!m �IªP�¦]�Y2pl]�OPHC\^]´\2LN�X\PHCY�OPJEJ�LN��\{p��!vqU��EJ�LN��Y�O{p�QEvqQEJ�LN��U _�hkLNQlV�Y�L^p��!JEW���JEQ�bxiJEQE���2hkL�Y�OPJE�

a ∈ R
`XL�\PHKQ��jU[OPHC\^]�\¦Y�O£hkLP]EHKJ�L�\PHK�!Ä¥Ë!æ

P{Un < a
_�h�Q�J�OPgwLNHCLohkLjR

n > 0} = 1.

« �9F=\PÃEQwp[p�Q�h��!Ä ª QE��HKQE_��
EY1 = 0

� J _�h�Q@|�HCLjR¢RaQEJEQqRa�XR���RaU�gw\PQqRa�XR��C\1Y�O£hkLP]EHKiJ�L�\PHK�!ÄzË7hwU[Y�OPJ −∞ �∞ �N©�HCLKO2\PHK� `Ppl]@p�Ä=�XL��eLCJEU�_�O£h�OP`¦VXU�`�U�JEJ�L��eLK�2hkLNYXJq] a ∈ RY�O£hkLP]EHKJ�L�\PHK�9O2�eLC`XL�\PHKQ�bdOPJEQq]�HuhwU[OPg!HCLoh�Qq]qRaQ�\£p��!vqU��EJ�L��eLC�jp��[bx`�U�JEQq] hwU[YXJEU@Ë!æ

P{Un > a
_�h�Q�J�OPgwLNHCLohkLjR

n > 0} = 1, P{Un < a
_�h�Q�J�OPgwLNHCLohkLjR

n > 0} = 1.

V&%:$&%(' ¬ g ,>? n)e�n�h)e­7#<�i ? e�g)f�i . n)f>2 . h ? �®6Éh ?>, n�h*i
îÁ¶%�¤���� u§8�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦0�|�¤­|�¤§#¦�¨u­�¹

c, F
¡�ª���¨©�¤²*¨±¡�£�½
��«�¡���­� u¢±�¤����¹¾§#��¸%��  » ¨u u§�´�¿¤´±®

¶r¦�§8 u��´u¡�«��©¨uÂJ��Ä�¢Y u¿u ¤¯°�|��ª�¦�����£�ÄH¡� u¿u¹1¨u��¬m¢u¹1ºJ��¢±�¤����£��H��Ä�¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u¦°¬��

ÚHw�ÜuÝxàxpq«=Ü¼â�t�ÜTö�D }¼{}²1�w\PHK��_EUehwUNRtOPHuh�W
c, F

_XhkLNÃ�O2\2\SU�� Ô!m Ë Ô �fn�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEW m�Ñ \Pip�Q
c ≤ EZ1

_�hkLNÃ�O2\2\�� Ô!m Ë Ô �¦hwU�V�Lohl]�OPHC\^]�\fY�O£hkLP]EHKJ�L�\PHK�!ÄðË!æ S(x) = 1, x ∈ R
©¨U

O2\{p�Q
c > EZ1

©ZHCLCn��!JEg!ÃEQq]
S
J�Ot�!��WZYXU[OPHÅ_�L

x
©
S(x) > 0, x ∈ R+

©Z_�h�QEvlOSR

lim
x→∞

S(x) = 1.

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp���Å)¿u ¤¯°�|��ª���§
Yi = c − Zi, i = 1, 2, . . .

���x u�Ð¶%�H�¤��­�¦�����­� u¢±�¤����¹¾¬
��­� uÈ�¦�¡�¡W­���¡�«���¡�¢¤£�¯��¤�=¡� H¡³·|´�ª|�¤¬���¹¾§Z¿©·|´¼ºY¶%�¤����¦�§G� ��� ~ �! �¡� u ¤¨u�� ¤Ã�¦�����¦�§

X(n) =

x + Un, n = 1, 2, . . .
��Ç	­��

c ≤ EZ1

��§#¦�¦�§
EY1 ≤ 0

¸���  » ¨u u§�´�´¼¨u¢u¦�­±ºY¶r¦�����¦W��­�¦³¶�®
·r �ºY¦�����£ý¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨S��¯H·r¦�§#§#¹ ��� �¯�R¯�¸ °N ³��~#¡³·r�ÁºC¦

c > EZ1
¸�¨u 

EY1 > 0
¸(��¸��� 

·r¦�§#§#¦
��� ��¸¼¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢¤´u¦�¨Y¡� u¿u¡�¨u¢u¦����|�©£�¡³·|´�ª|�¤¬��|�©£P¢u¦³·r��ª����|�
m
� ��� ~ é[ ³��Å)¿u ¤¯°�|��ª���§Î¦�¦

½	´���«�È���²Ö­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
G(v) = P{m ≤ v}, v ∈ R

�E�� u��¶%�

R(x, c, F ) = R(x) = P{min
n

X(n) ≤ 0} = P{min
n

Un ≤ −x} = G(−x)→ 0

��­��
x → ∞ ¸�ª�¨u  » «�¢u��¢±��·r¦���¨u��  S(x) → 1

��ËH u�� ¤¨u u���� u¡�¨uÂ
S
£�¢©·|£�¦�¨u¡µ£S��­±£�§#¹¾§

¡³·r¦³¶r¡�¨u¢u��¦°§Ö��­�¦³¶�·r �ºC¦�����£S���ñ��¸x�H´¼¨u¢u¦�­±ºY¶r¦�����¦
S(0) > 0

¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨T��¯P´�­|�¤¢u��¦�����£
� ��� ���� ³� �î(¡�²1¶|´J¶%��·r¦�¦0¿¤´°¶r¦�§ý��­�¦³¶r�� ©·%�¤�³�©¨uÂ�¸r��¦
 u�� u¢±�¤­���¢±�©£ » ¨u u�� W u¡� u¿u �¸�ª�¨u  c > EZ1

�
Å�¨u§#¦�¨u��§É¯�¶r¦�¡�Â�¸(ª�¨u Ï��­� uÈ�¦�¡�¡m§# �ºY¦�¨] u«��©¯��©¨uÂu¡�£ý��¦�­|�©¯° u­¼£�²*¥���§#¡�£Á¡H�� ©·r �ºJ��®

¨u¦³·rÂu�� u¬�¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨uÂu²Ì�P��­��� ¤¨u­���È|�©¨u¦³·rÂu��¹(Ä�¯°�|��ª�¦�����£�ÄP�|��ª|��·rÂu�� u�� �«��¤����¨©��·%�
x
�

î'¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦�¬m¨u¦� u­�¦�§#¦0¡³·|´�ª|�¤¬
x ≤ −c

¡�¢u °¶r��¨u¡�£m«H¡³·|´�ª|�¤²
x > −c

�



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� éu�

ô(Ü¼prw�Üw�	ÞÏö�D }r}Ð²1�w\PHK�¦_EUehwUNRtOPHuh�W
c, F

_�hkLNÃ�O2\2\SU¨h�Q�\Pg!U � Ô!m Ë Ô �tn�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEW m�ñ pl]
x ≤ −c

Y�O�hkLP]EHKJ�L�\PHK�­YXW§bxQ�YXU�JEQq]�QqRtO2OPHÍYXQE`
S(x) = (F (0))mS(x0),

� ��� ~ �! 
�j`XO

m =
[
−x

c

]
, x0 = x + mc,

U
[z] É Ã�O{p�UN]�vqU[\PHK��vqQ�\{p�U z

©·HKU�g�vqHCL −c < x0 ≤ 0 m
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp�� � È�¦³·rÂu²Í��­���§#¦���¦�����£5��­�¦³¶�·r �ºC¦�����£T���æ���� ©·r �ºJ��§

T = m
¸|¨u ©®

�Ð¶%�Y��¯�� ��� ~ �! (¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨
S(x) =

⋃

y∈[0,x+mc]

(
Sy

0,m(x)
⋂
Sm,∞(y)

)
.

Ç	 u¡�«¼ ©·rÂu«�´
x + mc ≤ 0

¸�¡� u¿u¹1¨u��¦ Sy
0,m(x)

¶�·|£
y ∈ [0, x + mc]

��¦J��´u¡�¨u m¨u ©·rÂu«� m¢
¡³·|´�ª|�¤¦

Z1 = . . . = Zm = 0
� ¨u W¦�¡�¨uÂ�¸

y = x + mc
 ³¸�¨©�¤«mª�¨u 

S(x) = Sx+mc
0,m (x)

⋂
Sm,∞(x + mc)

� ��� �uù! 
�

P{Sx+mc
0,m (x)} = (F (0))m ��î(¢u��¶|´���¦�¯��¤¢u��¡���§# u¡�¨u�]¡� u¿¤¹1¨u��¬�¸� u¿u­|�©¯�´�²*¥���ÄT��¦�­�¦�¡�¦³®

ª�¦�����¦0¢�� ��� �uù! ³¸��� ©·|´�ª|�¤¦�§
S(x) = P{S(x)} = (F (0))mSm,∞(x + mc).

Ç	 5��­�¦³¶�·r �ºC¦�����² ��� ~ ��§#¦�¦�§
Sm,∞(x + mc) = S(x + mc)

¸���  » ¨u u§�´Î��­�¦³¶r¹(¶|´¼¥C¦�¦
­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u W¢©·r¦�ª�¦�¨�� ��� ~ �[ ��x¦���¦�­�ÂW¢u¹¾¢u¦³¶r¦�§S´�­|�¤¢u��¦�����¦	¶�·|£H¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¢u¹1ºJ��¢±�¤����£��
ô(Ü¼prw�Üw�	ÞÏö�D }�zz²1�w\PHK��_EUehwUNRtOPHuh�W

c, F
n�QEgw\PQ�hkLNYXU�JEW�©1HCL��j`�U�Y�O£hkLP]EHKJ�L�\PHK��YXW�i

bxQ�YXU�JEQq]
S(x)

©èg!U�gtn��!JEg!ÃEQq]CJEU�vqUcp��!J�L��eL¨g!U�_EQEHKUcp�U
x
©k�!`XL�Y2pkOPHCY�Lohl]�OPH}JEU

(−c,∞)QEJEHCO2� hwUcp��!J�LjRa���chwU[YXJ�OeJEQEÄ
S(x) =

∫

[0,x+c)
S(x + c− v) dF (v).

� ��� ���� 
éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��|Ç)´u¡�¨uÂ

x > −c
�EÖ)¯�� ��� ~ �! (��­��

T = 1
¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨

S(x) =
⋃

y∈(0,x+c]

(
Sy

0,1(x)
⋂
S1,∞(y)

)
.

� ��� � ~  
� ¶r¦³·%�¤¢Y¯��¤§#¦���´���¦�­�¦�§#¦�����¹(Ä

y = x + c− v
¸|�� ©·|´�ª���§

S(x) =
⋃

v∈[0,x+c)

(
Sx+c−v

0,1 (x)
⋂
S1,∞(x + c− v)

)
.

� ��� �u�! 



é¤� ��� ���|�������u���������

î(¹¾ª���¡³·r��§ý¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¢Y u¿u¦���Ä�ª|�¤¡�¨�£�Ä » ¨u u�� J­|�¤¢u¦���¡�¨u¢±�l�

S(x) =
∫

[0,x+c)
S1,∞(x + c− v) dF (v).

î(¢u��¶|´C��­�¦³¶�·r �ºC¦�����£P��� ~ ½	´���«�È����
S1,∞

�
S
¡� u¢u�|��¶%�¤²*¨�¸±��  » ¨u u§�´Y�� u¡³·r¦³¶r��¦�¦�­|�¤¢u¦���®

¡�¨u¢u W¦�¡�¨uÂJ��¦
ª�¨u W���� u¦¤¸|«��¤«�� ��� ���� ³� ����¤«���§S u¿u­|�©¯° u§¾¸�­�¦�Ã���¢Y´�­|�¤¢u��¦�����¦ � ��� ���� ³¸��� C¨u¦� u­�¦�§��¤§Á���æ�u�
�m���æ� ~ §# �ºJ�� C¢u¹(®
ª���¡³·r��¨uÂÏ¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨uÂ]¢u¹1ºJ��¢±�¤����£/��­� uÈ�¦�¡�¡°�°� ���æ���[ ���­��/·r²�¿u¹(ÄÎ¯°�|��ª�¦�����£�ÄS�|�¤­|��®
§#¦�¨u­� u¢

x, c, F
�

�x¦�§]ºY¦*§#¦�¨u °¶r u§¾¸�ª�¨u ��J¨u¦� u­�¦�§��Y�¼�æ� ~ ¸¼�� ©·|´�ª|�¤¦�¨u¡µ£P´�­|�¤¢u��¦�����¦*¶�·|£J¢u¦�­� �£�¨u�� ¤¡�¨u�
¢u¹1ºJ��¢±�¤����£��|�C«� u��¦�ª��� u§8�� u­���¯° u��¨u¦0¢u­�¦�§#¦������
ô(Ü¼prw�Üw�	ÞÏö�D } ú ²1�w\PHK��_EUehwUNRtOPHuh�W

c, F
n�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEW�©·U

T > 0 msÊ L��j`�U

S0,T (x) =
∫

[0,x+c)
S0,T−1(x + c− v) dF (v), x > −c.

� ��� �¤íw 
Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸�ª�¨u P¢u¢u��¶|´m��­�¦³¶�·r �ºC¦�����£=��� ~ ´�­|�¤¢u��¦�����¦9� ��� �¤íw ¾§# �ºC¦�¨P¿u¹1¨uÂJ¯��¤����¡°�¤�� �¢
¢u��¶r¦

St,T (x) =
∫

[0,x+c)
St+1,T (x + c− v) dF (v), x > −c, t < T.

� ��� �±�[ 

V&%:$&%RQ � g)f>2 . e�;#�Öh1;�9�g)f X e32Y2Ng�h#254 ,
÷��¤½
��«¼¡���­�´±¦�§

p ∈ (1/2, 1)
�=­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Zª|�¤¡�¨u��¹¾¬]¡³·|´�ª|�¤¬=��­� uÈ�¦�¡�¡°��� ���æ���[ ³¸�¢�«¼ ©®

¨u u­� u§
c = 1

¸|�Y½	´���«�È���£H­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£
F
��§#¦�¦�¨J¢u��¶

F (v) =





0, v < 0
¸

p, 0 ≤ v < 2
¸

1, 2 ≤ v
¸

¨u )¦�¡�¨uÂ)¡³·|´�ª|�¤¬���¹¾¦1¢u¦³·r��ª�����¹
Z1, Z2, . . .

��­�������§��¤²*¨)¯°�|��ª�¦�����£Cù*� ~ ¡�¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨�£�®
§#�

p
�

1 − p
¸%¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡³¨±¢u¦��|�� ��è�x u�Ð¶%�W��­� ¤È�¦�¡�¡���­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·|£�¦�¨±¡µ£�¢J¢u��¶r¦�¡³·|´�ª|�¤¬��� u�� 

¿©·|´¼ºY¶%�¤����£
X(n) = x +

n∑

k=1

Yi,

�Ð¶r¦W¡³·|´�ª|�¤¬���¹¾¦J¢u¦³·r��ª�����¹
Yi, i = 1, 2, . . .

��¦�¯��¤¢u��¡���§#¹	¸� �¶r���|�¤«¼ u¢u �­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦���¹
�J��­�������§��¤²*¨�¯°�|��ª�¦�����£

1
� −1

¡*¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨�£�§#�
p
�

1− p
¸�¡� ¤ ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u¦����| ��l�x�¤«� u¬

��­� uÈ�¦�¡�¡A u����¡°�¤�Y¢C� �±éN� ¸��u� ±#²	��� ~ ¸u«��¤«C«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«��©£Y¯���¶%��ª|�	 	­|�©¯° u­�¦��������¤�)­|�¤¢u��¦�����¦
� ��� ���� (��­��� u¿u­�¦�¨©�¤¦�¨P¢�¶%�¤���� u§8¡³·|´�ª|�¤¦0¢¤��¶

S(x) = pS(x + 1), −1 < x ≤ 1,
� ��� �u�! 

S(x) = pS(x + 1) + (1− p)S(x− 1), x > 1,
� ��� �±é[ 



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� éué

ë�¦�Ã���§ ¦��� ý¡��|��ª|��·%�/¶�·|£ZÈ�¦³·r uª���¡³·r¦����|¹(Ä
x = 1, 2, . . .

�¾�
·|£ » ¨u u�� Á­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§
½	´���«�È���²

U(x)
¸�´�¶r u¢©·r¦�¨u¢u u­±£�²*¥�´�²Ö´u¡³·r u¢u��£�§

U(x) = S(x), x = 1, 2, . . .
� ��� �uó! 

�
U(0) = 0

� ¶ ¨¤�Y½	´���«�È���£�¸r uª�¦�¢¤��¶r�� �¸�´�¶r u¢©·r¦�¨u¢u u­±£�¦�¨J´�­|�¤¢u��¦�����²
U(x) = pU(x + 1) + (1− p)U(x− 1), x = 1, 2, . . .

� ��� �u�! 
¡
«�­|�¤¦�¢u¹¾§#��´±¡³·r u¢u��£�§#�

U(0) = 0, lim
x→∞

U(x) = 1.

Ç	 u¡�«¼ ©·rÂu«�´
p > 1/2

¸x­�¦�Ã�¦�����¦�´�­|�¤¢u��¦�����£x� ��� �u�! 
¡J¨©�¤«���§#�/«�­|�¤¦�¢u¹¾§#�Î´u¡³·r u¢u��£�§#�
��§#¦�¦�¨J¢u��¶

U(x) = 1−
(

1− p

p

)x

, x = 1, 2, . . .

ª�¨u W¢u§#¦�¡�¨u¦0¡ � ��� �uó! �¶%�¤¦�¨

S(x) = 1−
(

1− p

p

)x

, x = 1, 2, . . .
� ��� í±ù! 

÷��|��ª�¦�����£
S(x)

��­��/��¦��� ©·r �ºJ��¨u¦³·rÂu��¹(Ä/È�¦³·r¹(Ä
x
�� ©·|´�ª|�¤²*¨u¡µ£Î¨u¦���¦�­�Â=��¯´� ��� �u�! 
�

¨u¦� u­�¦�§#¹!���æ�u�[�
S(0) = 2p− 1, S(x) = p−x(2p− 1), x = −1,−2, . . . .

� ��� í��� 
î(¹¾­|�©ºC¦�����£�� ��� í±ù! (��� ��� í��� ( u��­�¦³¶r¦³·|£�²*¨P­�¦�Ã�¦�����¦0¡���¡�¨u¦�§#¹»� ��� �u�! ³¸�� ��� �±é[ �¶�·|£H¢¤¡�¦³Ä
È�¦³·r¹(Ä

x
���
·|£] u¡�¨©��·rÂu��¹(Ä]¯°�|��ª�¦�����¬

x
­�¦�Ã�¦�����¦P�� ©·|´�ª|�¤¦�¨u¡µ£Ï��¯P¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°�� 5��­� ©®

¡�¨u u�� J�|�¤¿©·r²(¶r¦�����£��
x ∈ (a− 1, a]

��­��H��¦�«¼ ¤¨u u­� u§ýÈ�¦³·r u§
a
¢©·r¦�ª�¦�¨

S(x) = S(a)
�

Å�¨u§#¦�¨u��§¾¸�ª�¨u ��� ©·|´�ª�¦����� u¦�­�¦�Ã�¦�����¦) ¤¨°·r��ª|�¤¦�¨u¡µ£P ¤¨�«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«|��Ä�� �±éN� ¸k� �u�X�%��­��
x ≤ 0

� » ¨u W¢u¹1¯°¢±�¤�� Y­|�©¯�·r��ª���¦�§ý¢W�� u��£�¨u��£�Ä�­|�©¯° u­�¦�����£��;¢u¹1ºJ��¢±�¤����£� ³�
óC0SÚ Û¯;=:<;=69>9;)½ Ý­ÀtÜ169;=69>@? Ü1º5äÓ>9Ü¦Àt69>@?
	 �|��·r��¨u��ª�¦�¡�«� u¦P­�¦�Ã�¦�����¦J´�­|�¤¢¤��¦�����£Æ� ��� ���� )¢u ¤¯°§# �ºJ�� �·r��Ã�Â�¢H��­� u¡�¨u¦�¬�Ã���ÄÏª|�¤¡�¨©®
��¹(Ä5¡³·|´�ª|�©£�Ä�¸�«��¤«�¸��|�¤��­���§#¦�­�¸�¢P��­�¦³¶r¹(¶|´¼¥C¦�§`�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦¤��÷r¶r¦�¡�Â�§#¹!­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§
ª���¡³·r¦�����¹¾¦�§#¦�¨u °¶r¹Z­�¦�Ã�¦�����£ » ¨u u�� W´�­|�¤¢u��¦�����£��
V&%('�%*) � g)f X e32Y2�2³9)f>�l<	f>CÍe�n�h)e�l
Ê
�¤­±£�¶|´�¡0�¤��­�¦�����­� u¢±�¤����¹¾§ý��­� uÈ�¦�¡�¡� u§ý­���¡�«��

X(0) = x, X(n) = x + c− Zn, n = 1, 2, . . .
� ��� í ~  



é¤ó ��� ���|�������u���������

­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§�¨©�¤«�ºC¦���­� uÈ�¦�¡�¡�¡��� u�Ð·r ¤¥�¦�����¦�§¾�u÷��¤½
��«¼¡���­�´u¦�§
M > 0

�0�� u¡�¨u­� u��§���­� ©®
È�¦�¡�¡

XM ¸�«� ¤¨u u­�¹¾¬Ï¢u¦³¶r¦�¨5¡�¦�¿�£=¨¤�¤«]ºC¦¤¸�«��¤« X
¶r m§# u§#¦���¨¤�m��¦�­�¢u u�� H¶r u¡�¨u��ºC¦�����£

��·r�5��­�¦�¢u¹1Ã�¦�����£5´�­� u¢u��£
M
¸��J�|��ª����|�©£5¡ » ¨u u�� �§� ¤§�¦���¨¤�P��­�������§��¤¦�¨��� u¡�¨u �£����� u¦

¯°�|��ª�¦�����¦
M
�k���¤«¼ u¬���­� uÈ�¦�¡�¡�¡��� u§# ¤¥�Âu²Í��­� u§#¦�ºW´¼¨u uª��� u¬T��¦�­�¦�§#¦����� u¬

X̃(n)
 ¤����®

¡�¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£m¡³·r¦³¶|´�²*¥C��§#�m´�­|�¤¢u��¦�����£�§#���
XM(0) = x

¸r�C��­��
n = 1, 2, . . .

�

XM(n) = min{X̃(n),M}, � ��� í±�! 
�Ð¶r¦

X̃(n) =

{
XM(n− 1) + c− Zn, XM (n− 1) < M

¸
M, XM (n− 1) ≥M

.
� ��� íuíw 

ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Í¨©�¤«�ºC¦� ¤¨u­�¦�¯°«��S��­� uÈ�¦�¡�¡� u¢
X,XM �|�5«¼ u��¦�ª��� u§Ö�� u­���¯° u��¨u¦�¢u­�¦�§#¦����

n = 0, 1, . . . , T
��î(¦³·r��ª�����¹	¸� ¤¨u�� u¡�£�¥���¦�¡�£�«
��­� uÈ�¦�¡�¡�´

XM ¸�¿¤´°¶r¦�§m ¤¨u§#¦�ª|�©¨uÂ�¢u¦�­uÄ�����§
����¶r¦�«¼¡� u§

M
���	·|£H¡� u¿u¹1¨u��¬m¢u¹1ºJ��¢±�¤����£���­� uÈ�¦�¡�¡� u¢W��§#¦�¦�§=�

M1 < M2 =⇒ SM1

0,T ⊇ SM2

0,T ⊇ S0,T

�
⋂

M≥x

SM
0,T = lim

M→∞
SM

0,T = S0,T

�;¿u ©·r¦�¦	¨u u�� �¸ Sx+Tc
0,T = S0,T

 ³�|Ç	  » ¨u u§�´

SM1

0,T ≥ SM2

0,T ≥ S0,T

�
lim

M→∞
SM

0,T = S0,T

�;�
Sx+Tc

0,T = S0,T

 ³¸���­���ª�¦�§ý¡ÐÄ¼ °¶r��§# u¡�¨uÂJ§# u�� ¤¨u u���|�Y�� 
M
�

Ö)¯0¡�«��©¯��¤���� u�� J¢¤¹1Ã�¦0�H��­�¦³¶�·r �ºC¦�����£5��� íY¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨
ô(Ü¼prw�Üw�	ÞÏö�D }±ÿ ñ pl]�_�hkLNQlV�Y�L^p��!J�L��eLCU[� hkO2�jQ�hkL�YXU�JEJ�L��eLf_�hkLNÃ�O2\2\SU1h�Q�\Pg!U X(x, c, F )

Q
_�hkLNQlV�Y�L^pE�wJEL��eL

ε > 0
JEU��E`��!HC\^]�_�L�\PHCLP]EJEJEWZO

M ≥ x
Q

T > 0
HKU�g!Q�Oj©ZvqHCL

SM
0,T (x, c, F )− ε ≤ S(x, c, F ) ≤ SM

0,T (x, c, F ).

���¤«���§4 u¿u­|�©¯° u§¾¸(¶�·|£`��­���¿©·r��ºC¦����� u�� 8¢u¹¾ª���¡³·r¦�����£Z¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�Z¢u¹1ºJ��¢±�¤����£
�¤��­�¦�����­� u¢±�¤���� u�� Ï��­� uÈ�¦�¡�¡°�]­���¡�«��=§# �ºJ�� =��¡��� ©·rÂ¤¯° u¢±��¨uÂÏ��­� uÈ�¦�¡�¡�¡H�� u��·r ©¥�¦�����¦�§
�|�Y«¼ u��¦�ª��� u§8�� u­���¯° u��¨u¦0¢u­�¦�§#¦������
�
·|£m��­� uÈ�¦�¡�¡°�J¡0�� u�Ð·r ¤¥�¦�����¦�§'­|�©¯�·r �ºC¦�����¦0¡� u¿u¹1¨u��£�¢u¹1ºJ��¢±�¤����£�� ��� ~ �! ³¸r� ��� ~ íw 

��­�¦� u¿u­|�©¯�´�²*¨u¡µ£m��­��
T = 1, 2, . . .

�
x ∈ R

«H¢u��¶|´

SM(x) = ΩM(x), x ≥M,



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� é¤�

SM(x) =


 ⋃

y∈(0,M)

(
SM,y

0,T (x)
⋂
SM

T,∞(y)
)

⋃


 ⋃

y∈[M,x+Tc]

SM,y
0,T (x)


 , M−Tc ≤ x < M,

SM(x) =
⋃

y∈(0,x+Tc]

(
SM,y

0,T (x)
⋂
SM

T,∞(y)
)
, −Tc < x < M − Tc,

SM(x) = SM,x+Tc
0,T (x)

⋂
SM

T,∞(x + Tc), x ≤ −Tc.

Ç	 u¡�«¼ ©·rÂu«�´
⋃

y∈[M,x+c]

SM,y
0,1 (x) = {Z1 ∈ [0, x + c−M ]},

��¯¾­|�©¯�·r �ºC¦�����¬C¡� u¿u¹1¨u��£C¢u¹1ºJ��¢±�¤����£�¡1�� u§# ¤¥�Âu²S¯��¤§#¦���¹/��¦�­�¦�§#¦�����¹1Ä
y = x+c−v��­��

T = 1
�� ©·|´�ª|�¤²*¨u¡�£]´�­|�¤¢u��¦�����£T¶�·|£=¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�Î¢u¹1ºW��¢±�¤����£

SM(x), x ∈ R» ¨u u�� J��­� uÈ�¦�¡�¡°�
SM(x) = 1, x ≥M,

� ��� í¼�[ 
SM(x) =

∫

(x+c−M,x+c)
SM(x+c−v) dF (v)+F (x+c−M), M−c < x < M,

� ��� í±�! 

SM(x) =
∫

[0,x+c)
SM(x + c− v) dF (v), −c < x < M − c,

� ��� í¼é[ 

SM(x) = F (0)SM(x + c), x ≤ −c.
� ��� í±ó! 

����·r¦�¦J­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Ì��­� uÈ�¦�¡�¡P¡W�� u�Ð·r ¤¥�¦�����¦�§!�|�H«¼ u��¦�ª��� u§Ì�� u­���¯° ¤��¨u¦P¢u­�¦�§#¦����
0, 1, . . . , T

���
·|£ý��­� u��¯°¢u ©·rÂu�� u�� 
0 < t < T

¡���­|�¤¢u¦³¶�·r��¢u¹ ­|�©¯�·r �ºY¦�����£ý¡� u¿u¹1¨u��£
¢u¹1ºJ��¢±�¤����£�¢u��¶%�

SM
0,T (x) = ΩM(x), x ≥M,

SM
0,T (x) =


 ⋃

y∈(0,M)

(
SM,y

0,t (x)
⋂
SM

t,T (y)
)

⋃


 ⋃

y∈[M,x+tc]

SM,y
0,t (x)


 , M − tc ≤ x < M,

SM
0,T (x) =

⋃

y∈(0,x+tc]

(
SM,y

0,t (x)
⋂
SM

t,T (y)
)
, −tc < x < M − tc,

SM
0,T (x) = SM,x+tc

0,t (x)
⋂
SM

t,T (x + tc), x ≤ −tc,

��¯0«¼ ¤¨u u­�¹(Äm�� �·|´�ª|�¤²*¨u¡µ£H´�­|�¤¢u��¦�����£�¶�·|£H¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¢u¹1ºJ��¢±�¤����£

SM
0,T (x) = 1, x ≥M,

� ��� í±�! 

SM
0,T (x) = F (x+c−M)+

∫

(x+c−M,x+c)
SM

1,T (x+c−v) dF (v), M−c ≤ x < M,
� ���ñ�¤ù! 

SM
0,T (x) =

∫

[0,x+c)
SM

1,T (x + c− v) dF (v), −c < x < M − c,
� ���ñ���� 

SM
0,T (x) = F (0)SM

1,T (x + c), x ≤ −c,
� ���ñ� ~  



óuù ��� ���|�������u���������

V&%('�%:$ W h#254�g)e . n#��;´2�<#A�0 , ;
ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Á�¤��­�¦�����­� u¢±�¤����¹¾¬m��­� uÈ�¦�¡�¡
­���¡�«��

X(x, c, F )
�|Ç)´±¡�¨uÂW­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦

Z1¡� u¡�­�¦³¶r ¤¨u uª�¦��� P�|� N = {0, 1, 2, . . .} ¸�¨u W¦�¡�¨uÂ

P{Z1 = m} = pm; pm ≥ 0, m = 0, 1, . . . ;
∞∑

m=0

pm = 1,

�P�|�¤­|�¤§#¦�¨u­�¹
x, c

£�¢©·|£�²*¨u¡�£TÈ�¦³·r¹¾§#�=ª���¡³·%�¤§#����Ö	¡�«�·r²�ª���§N��¯Y­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­�¦�����£=¨u­���®
¢u�|��·rÂu��¹¾¬`¡³·|´�ª|�¤¬`¢u¹¾­� �ºY¶r¦����� u�� 8­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�¸A¨u 8¦�¡�¨uÂ�¸*¿¤´°¶r¦�§j¡�ª���¨¤�©¨uÂ�¸*ª�¨u 
pk < 1, k = 0, 1, . . .

�±�
·|£PÈ�¦³·r¹(Ä
M > 0, T > 0

­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§/�|��«� u��¦�ª��� u§/�� u­���¯° u��®
¨u¦P¢u­�¦�§#¦����

0, 1, . . . , T
¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨u¢¤´�²*¥��|¬/��­� uÈ�¦�¡�¡P¡P�� u�Ð·r ¤¥�¦�����¦�§

XM
0,T

�]¯���¶%��ª�´
¢u¹¾ª���¡³·r¦�����£m¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�m¦��� W¢u¹1ºJ��¢±�¤����£����)­|�¤¢u��¦�����£�� ��� í±�! �Æ�� ���ñ� ~  (��­�������§��¤²*¨
¢�¶r��¡�«�­�¦�¨±�� u§ý¡³·|´�ª|�¤¦0¢u��¶

SM
0,T (x) = 1, x ≥M,

SM
0,T (x) =

x+c−M∑

k=0

pk +
x+c−1∑

k=x+c−M+1

SM
1,T (x + c− k)pk, M − c ≤ x < M,

SM
0,T (x) =

x+c−1∑

k=0

SM
1,T (x + c− k)pk, −c < x < M − c,

SM
0,T (x) = p0S

M
1,T (x + c), x ≤ −c.

î(¢u��¶|´���­�¦³¶�·r �ºC¦�����£���� ~ ��ÄH§# �ºJ�� C��¦�­�¦�����¡°�©¨±ÂJ¢Y¢u��¶r¦

SM
t,T (x) = 1, x ≥M,

� ���ñ�¤�! 

SM
t,T (x) =

x+c−M∑

k=0

pk +
x+c−1∑

k=x+c−M+1

SM
t+1,T (x + c− k)pk, M − c ≤ x < M,

� ���ñ�©íw 

SM
t,T (x) =

x+c−1∑

k=0

SM
t+1,T (x + c− k)pk, −c < x < M − c,

� ���ñ�u�[ 

SM
t,T (x) = p0S

M
t+1,T (x + c), x ≤ −c,

� ���ñ�¤�! 
�Ð¶r¦

t
ÆP��­� u��¯°¢u ©·rÂu�� u¦0È�¦³·r u¦0ª���¡³·r �¸|´�¶r u¢©·r¦�¨u¢u u­±£�²*¥�¦�¦�´u¡³·r u¢u��²

0 ≤ t < T
�%�	­� u§#¦

¨u u�� �¸| uª�¦�¢u��¶r�� �¸
SM

T,T (x) = 1, 1 ≤ x ≤M.
� ���ñ�¤é[ 

Ê
�C§��� �ºC¦�¡�¨u¢u¦
È�¦³·r uª���¡³·r¦����|¹(ÄH¨u uª�¦�«

Θ = {(t, x)| 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤M}
­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§ý¢u¡��� u§# u�³�©¨u¦³·rÂu��´�²Ö½	´���«�È���²

U(t, x)
¸|¡� u¢u�|��¶%�¤²*¥�´�²!¡

SM
t,T (x)

��­��H�� ©®
·r �ºJ��¨u¦³·rÂu��¹(Ä

x
�

U(t, x) = SM
t,T (x); (t, x) ∈ Θ, x > 0,



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ó��

�H­|�¤¢u��´�²ÖùC��­��
x = 0

�
U(t, 0) = 0; 0 ≤ t ≤ T.

Ö)¯�� ���ñ�©íw (��� ���ñ�u�[ �£�¡��� �¸|ª�¨u  » ¨©�W½	´���«�È���£�´�¶r u¢©·r¦³¨u¢u u­¼£�¦�¨W´�­|�¤¢u��¦�����£�§

U(t, x) =
x+c−M∑

k=0

pk +
x+c∑

k=x+c−M+1

U(t + 1, x + c− k)pk,

max{M − c, 1} ≤ x < M,
� ���ñ�¤ó! 

U(t, x) =
x+c∑

k=0

U(t + 1, x + c− k)pk, 0 < x < M − c,
� ���ñ�¤�! 

¡
«�­|�¤¦�¢u¹¾§#��´±¡³·r u¢u��£�§#�

U(t, 0) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

U(t,M) = 1, 0 ≤ t ≤ T,
� ��� �uù! 

U(T, x) = 1, 1 ≤ x ≤M.

~#¡³·r��¶r u u��­�¦³¶r¦³·r��¨uÂJ½	´���«�È���²
U
¡³·r¦³¶|´�²*¥���§Á u¿u­|�©¯° u§

U(t, x) = 1, t = 0, 1, . . . , T, x = M + 1,M + 2, . . . ,M + c,

¨u Y´�­|�¤¢u��¦�����£�� ���ñ�¤ó! ³¸�� ���ñ�¤�! (��­���¢u °¶|£�¨u¡µ£H«H¦³¶r���� u§�´�¢u��¶|´

U(t, x) =
x+c∑

k=0

U(t + 1, x + c− k)pk, 0 < x < M
� ��� ���� 

¡m¡� °Ä�­|�¤��¦�����¦�§É«�­|�¤¦�¢u¹(ÄS´u¡³·r u¢u��¬}� ��� �uù[ ���ë�¦�Ã�¦�����¦�´�­|�¤¢u��¦�����£z� ��� ���� ��� ©·|´�ª|�¤¦�¨u¡µ£
�� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu��¹¾§`¢u¹¾ª���¡³·r¦�����¦�§T��¡���­|�¤¢±�P�|��·r¦�¢u ��[�;�� 

t
 ³�è���¤«���§Á u¿u­|�©¯° u§Á¢u¹¾ª���¡³®

·|£�²*¨u¡�£ý¯°�|��ª�¦�����£
SM

t,T (x)
��­��

x = 1, 2, . . . ,M, t = 0, 1, . . . , T
�(Ç	 u¡³·r¦³¶r����¦��� ¤¯�®

¢u ©·|£�²*¨T�� 5½
 u­�§�´°·%�¤§�� ���ñ�u�[ 
�x�;��­��
c ≥ M

 �� ���ñ�©íw 0¢u¹¾ª���¡³·r��¨uÂ
SM

t,T (x)
¶�·|£

x =

0,−1, . . . ,−c + 1; t = 0, 1, . . . , T − 1
¸��� ¤¨u¡�²(¶%�C�� Y½
 u­�§�´°·r¦f� ���ñ�¤�! ��� u¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂ©®

�� 
�� ©·|´�ª|�¤²*¨u¡µ£J�Y¢u¡�¦A u¡�¨©��·rÂu��¹¾¦*¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�
SM

0,T (x)
¸
x = −c,−c−1, . . . ,−Tc+1

�
Ç	 �¨u¦� u­�¦�§#¦����æ�°íC�� ©·|´�ª�¦����� u¦0­�¦�Ã�¦�����¦	¶�·|£���­� uÈ�¦�¡�¡°�Y¡	�� u�Ð·r ¤¥�¦�����¦�§ý�|��«� u��¦�ª��� u§
�� u­���¯° u��¨u¦�¢u­�¦�§#¦����J¡�«� ©·rÂ
´��� °¶r�� 0¨u ¤ª��� ���­���¿©·r��ºY�¤¦�¨�¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨uÂ�¢u¹1ºJ��¢±�¤����£Y��¡³®
Ä± �¶r�� u�� C¶r��¡�«�­�¦�¨u�� u�� J��­� uÈ�¦�¡�¡°���
����·r¦�¦J��­���¢u¦³¶r¦��Î��­���§#¦�­Ï­|�¤¡�ª�¦�¨©��¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�Î¢u¹1ºJ��¢±�¤����£]¢m¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦°¬Î§# ©®

¶r¦³·r���
c = 1

¸|­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦0´�¿u¹1¨u«¼ u¢
Z1

ÆJ��´¼�¤¡�¡� u�� u¢¤¡�«� u¦

pk = e−λ λk

k!
, k = 0, 1, . . .

¡W�|�¤­|�¤§#¦�¨u­� u§
λ = 0.8

���� u�Ð·r ¤¥�¦�����¦W´±¡�¨©�¤�� u¢©·r¦��� ��|��´�­� u¢u��¦
M = 30

��îÌ¨¤�¤¿©·r��È�¦
�Y��­���¢u¦³¶r¦���¹Í¯°�|��ª�¦�����£=¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�]¢u¹1ºJ��¢±�¤����£

SM
0,T (x)

�|��«� u��¦�ª��� u§N�� u­���¯° u��¨u¦
¢u­�¦�§#¦����

T = 30
��­��H��¦�¡�«� ©·rÂu«���Ä�¯°�|��ª�¦�����£�ÄH�|��ª|��·rÂu�� u�� W«��¤����¨©��·%�

x
�



ó ~ ��� ���|�������u���������

���¤¿©·r��È|���u�|Ç	­� uÈ�¦�¡�¡0¡	��´¼�¤¡�¡� u�� u¢u¡�«���§#�H´�¿u¹1¨u«��¤§#�
x

� ~ � í � � é ó � ��ù
S(x)

ù�� íuí¼� ù�� �u�±�çù��ñé¤� ~ ù�� ó¤í¼� ù�� �uùuùòù�� �u�±�çù�� �±�¤óòù�� �±é ~ ù�� �uó ~ ù�� �uóuó
V&%('�%(' � �>CÖh1;�2�<#A�0 , ;
Ç)´u¡�¨uÂ]¨u¦���¦�­�Â

F
ÆÏ��­� u��¯°¢u ©·rÂu�|�©£8½	´���«�È���£8­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£ý��¯ F+

¸��
ξF
ÆÏ¡� u ¤¨©®

¢u¦�¨u¡�¨u¢¤´�²�¥C�©£J¡³·|´�ª|�¤¬��|�©£W¢u¦³·r��ª����|���¼ëx�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§Î�¤����­� u«¼¡���§��¤È����
F
¶r��¡�«�­�¦�¨±��¹¾§#�

­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£�§#��¸��¤�|��·r u����ª���¹¾§#��¢u¢u¦³¶r¦�����¹¾§Á¢ ~ �ñ���æ�u�%÷��¤½
��«¼¡���­�´u¦�§Áª���¡³·r 
α > 0�H­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§ý����¨u¦�­�¢±��·r¹

∆k = (kα, (k + 1)α]
¸
k = 0, 1, . . .

�%Å)¿u ¤¯°�|��ª���§

qk = F ((k + 1)α)− F (kα) = P{ξF ∈ ∆k}, k = 0, 1, . . .

�H­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§ý¡³·r¦³¶|´�²*¥���¦��¤����­� u«¼¡���§��¤È������
Z&[�\^]`_
]bababcedgfihejlkF]bmgj�_ ��÷��|��ª�¦�����£�§

0, α, 2α, . . . , kα, . . .
��­�������¡�¹¾¢±�¤²*¨u¡µ£�¢u¦�­� �£�¨©®

�� u¡�¨u�
pl

0 = F (0) + q0
�

pl
k = qk, k = 1, 2, . . . .

�  u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¥Y�©£m½	´���«�È���£H­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£m��§#¦�¦�¨J¢u��¶
F α(x) = F ((k + 1)α); x ∈ [kα, (k + 1)α), k = 0, 1, . . . .

µ	¡��� �¸�ª�¨u 
F α(x) ≥ F (x), x ∈ R+

¸±¨u �¦�¡�¨uÂC��§#¦�¦�¨C§#¦�¡�¨u C¡�¨u °Ä¼�¤¡�¨u�|ª�¦�¡�«� u¦*¶r u§#������­� ©®
¢±�¤����¦

F α �s F
�

n/c�]b\^]e_o]bababcedgfµhejlkF]bmgj�_ ��÷r¶r¦�¡�ÂH¯°�|��ª�¦�����£�§
0, α, 2α, . . . , kα, . . .

��­�������¡�¹¾¢±�¤²*¨u¡�£
¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�

pr
0 = F (0)

�

pr
k+1 = qk, k = 0, 1, . . . .

�  u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¥Y�©£m½	´���«�È���£H­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£m��§#¦�¦�¨J¢u��¶
Fα(x) = F (kα); x ∈ [kα, (k + 1)α), k = 0, 1, . . . ,

��­���ª�¦�§
Fα(x) ≤ F (x), x ∈ R+

¸�¨u W¦�¡�¨uÂ
Fα �s F

�
Ç	­���§#¦�����§À­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­�¦�����¹A¦=�¤����­� u«¼¡���§��¤È����'«Á¢u¹¾ª���¡³·r¦�����² ¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u�N¢u¹(®

ºJ��¢±�¤����£���Ç)´u¡�¨uÂ
X(x, c, F )

ÆJ�¤��­�¦�����­� u¢±�¤����¹¾¬H��­� uÈ�¦�¡�¡
­���¡�«������
·|£
α > 0

�
b ∈ R u¿u ¤¯°�|��ª���§

bα �|�¤��§#¦���Â¤Ã�¦�¦Pª���¡³·r �¸x«�­|�©¨u�� u¦ α
¸���¦P§#¦���Â¤Ã�¦�¦

b
¸x�

bα
ÆT�|�¤��¿u ©·rÂ©Ã�¦�¦

ª���¡³·r �¸¤«�­|�©¨u�� u¦
α
¸©��¦(��­�¦�¢u u¡�Ä± °¶|£�¥�¦�¦

b
�X�x u�Ð¶%�*��­� uÈ�¦�¡�¡

Xα = X(xα, cα, F α)
£�¢©·|£�¦�¨©®

¡�£H��­� uÈ�¦�¡�¡� u§S¶r��¡�«�­�¦�¨u�| u�� W¨u���|��¸r�H¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨uÂP¦��� J¢u¹1ºJ��¢±�¤����£
Sα ¢u¹¾ª���¡³·|£�¦�¨u¡µ£

¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¥C��§N§#¦�¨u °¶r u§}�;¡�§¾�%�|�¤­|�¤��­|�¤½4��� ��� ~  ³¸r��­���ª�¦�§'�� P��­�¦³¶�·r �ºC¦�����£�§`��� ��¸
���ñé���§#¦�¦�¨J§#¦�¡�¨u J uÈ�¦���«��

Sα(x) ≥ S(x), x ∈ R+.
� ��� � ~  



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� óu�

Ç	­� uÈ�¦�¡�¡
Xα = X(xα, cα, Fα)

¨©�¤«�ºY¦1§� �ºC¦�¨
¡³·|´¼ºJ��¨uÂ)¶�·|£W�¤����­� u«¼¡���§��¤È����W��­� uÈ�¦�¡�¡°�
X(x, c, F )

¸©��­���ª�¦�§=¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨uÂ
¦��� 	¢u¹(ºJ��¢±�¤����£
Sα
¢u¹¾ª���¡µ·|£|¦³¨±¡�£C¨u¦�§TºC¦(§#¦�¨u °¶r u§¾¸

�C��­�¦³¶�·r �ºC¦�����£���� ��¸r���ñé0¶%�¤²*¨J uÈ�¦���«�´
Sα(x) ≤ S(x), x ∈ R+.

� ��� �u�! 
����·r¦�¦�¢]¨©�¤¿©·r��È�¦ ~ ��­���¢u¦³¶r¦���¹ ­�¦�¯�´°·rÂ�¨¤�©¨u¹ ¢u¹¾ª���¡³·r¦�����£

Sα � Sα
¢Ï¡³·r¦³¶|´�²A®

¥�¦�¬H§# �¶r¦³·r���
c = 1

¸�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦
Z1
��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·|£�¦�¨P¡� u¿u u¬�¡�§#¦�¡�ÂW�� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu�� u�� 

­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����£m¡
¢u¹¾­� �ºY¶r¦�����¹¾§8¢Y¨u uª�«¼¦�ùl�
F (v) = 0.2 + 0.8(1− exp(−λv)), v ≥ 0,

¡��|�¤­|�¤§#¦�¨u­� u§
λ = 1

¸%¨©�¤«Tª�¨u 
EZ1 = 0.8

��îZ¢u¦�­±Ä���¦�¬T¡�¨u­� u«¼¦C¨©�¤¿©·r��È�¹Ö��­���¢u¦³¶r¦���¹
¯°�|��ª�¦�����£

x
¸|��¢�·r¦�¢u u§/¡�¨u ©·r¿uÈ�¦	´�«��©¯��¤��¹N¯°�|��ª�¦�����£��|�¤­|�¤§#¦�¨u­|��¶r��¡�«�­�¦�¨u��¯��¤È����

α
�

¯°�|��ª�¦�����¦
ε
§��¤«�¡���§���·rÂu�� u�� Y ¤¨u«�·r u��¦�����£

Sα  ¤¨ Sα
�|������¨u¦�­�¢±��·r¦

[0, 30]
��îý£�ª�¦�¬�«���Ä

¨©�¤¿©·r��È�¹Z��­���¢u¦³¶r¦���¹`¯°�|��ª�¦�����£
Sα(x)

�;¢u¢u¦�­uÄ�´� ¾�
Sα(x)

�;¢u����¯�´� ³�
���¤¿©·r��È|� ~ �rËH °¶r¦³·rÂJ¡	�� u«��©¯��©¨u¦³·rÂu��¹1§Á­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¦°§

x
ù � ~ � í � � é ��ù

α = 0.1
ù�� �u� ~ ù��ñ�¤�uùòù�� �u�±éçù��ñé¤���Uù�� ó±�¤�òù�� �uù��Uù�� �u� ~ ù�� �±�¤�òù�� �uó±�

ε = 0.1253
ù�� ~ ���Uù�� í±�±é ù��ñ�ué ~ ù�� �±é¤�òù��ñéu�©íìù�� ó��°íìù�� óu�¤ùòù�� óu�¤íìù�� �±�¤�

α = 0.03
ù�� � ~ íìù��ñ���u�Uù�� �±�©ùòù��ñé©í±óòù�� ó���óòù�� ó±é¤ùòù�� �uù±éçù�� �u�u�òù�� �±é¤�

ε = 0.0390
ù�� ~ �u�òù�� í¼é¤�òù�� ���u�Uù��ñé��u�Uù��ñé¤ó±� ù�� ó¤í±�òù�� óuó¤�òù�� ���°íìù�� �u�u�

α = 0.01
ù�� � ~ óòù��ñ�����òù�� �±�©�òù��ñéu�¤ùòù�� ó ~ �Uù�� ó±é ~ ù�� �uùuó ù�� �u�¤íìù�� �±é¤�

ε = 0.0125
ù�� ����é ù��ñ�¤ù¤íìù�� �¤í±ùòù��ñé¤�u�òù�� ó��u�Uù�� óu�u�òù�� �uù��Uù�� � ~ �òù�� �±é¤�

óC0£ë ì |¨Àt>9ãx6­Àa? Àtß9ß9Ý981¾ Þ�>9ãdÀt¿9>@? ß9Ý981¿9;¨ÞIÞ�81Ü
î,�|�¤¡�¨u �£�¥�¦�§4�|�¤­|�¤��­|�¤½
¦T§#¹ ­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­���§4¡��� u¡� u¿u¹ �¤����­� u«¼¡���§��¤È����'Ä¼�¤­|�¤«�¨u¦�­���®
¡�¨u��«H«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«¼ u�� W��­� uÈ�¦�¡�¡°�C­���¡�«��9� ���ñ�[ �¡)�� u§# ¤¥�Âu²Ì¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨u¢¤´�²*¥���ÄPÄ¼�¤­|�¤«�¨u¦³®
­���¡�¨u��«J�¤��­�¦�����­� u¢±�¤���� u�� 
��­� uÈ�¦�¡�¡°�	­���¡�«��f� ���æ���[ ³¸©�C�|�¤ u¿u u­� ¤¨����x uª���¦�¦¤¸©¶�·|£C«��©ºY¶r u�� 
«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«� ¤�° C��­� uÈ�¦�¡�¡°��­���¡�«��

X̃(x, c̃, F̃ , λ) ∈ X̃
¿¤´�¶r¦�¨C�� u¡�¨u­� u¦��H�¤��­�¦�����­� u¢±�¤����¹¾¬

��­� uÈ�¦�¡�¡
Xδ(x, c, F ) ∈ X

¸|¯��¤¢u��¡�£�¥���¬� ¤¨P�|�¤­|�¤§#¦�¨u­|�P�¤����­� u«¼¡���§��¤È����
δ
¸r¨©�¤«¼ u¬�¸%ª�¨u 

Ä¼�¤­|�¤«�¨u¦�­���¡�¨u�|«��
Xδ §# u��´¼¨�¡³·|´¼ºJ��¨uÂ���­���¿©·r��ºY¦�����£�§#�=¶�·|£]¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¥C��Ä=Ä���®

­|�¤«�¨u¦�­���¡�¨±��«
X̃
�

V&%RQS%*) � 9)e�g ,/. f#g , �rg)e3�rh�g)f ?>, n�h*i
÷��¤½
��«¼¡���­�´±¦�§ýª���¡³·r 

δ > 0
¸r�m�� u¡³¨u­� u��§'�¤����­� u«�¡���§��¤È���²Ö«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«� u�� P��­� uÈ�¦�¡�¡°�

­���¡�«��
X̃(x, c̃, F̃ , λ) ∈ X̃

¡³·r¦³¶|´�²*¥�¦��° m¢u��¶%����ë���¯° u¿uÂu¦�§Z¢u­�¦�§#¦�����´�²À u¿©·%�¤¡�¨uÂ
(0,∞)» ¨u u�� J��­� uÈ�¦�¡�¡°�Y�|�Y����¨u¦�­�¢±��·r¹

∆k = ((k − 1)δ, kδ], k = 1, 2, . . .



ó¤í ��� ���|�������u���������

����­� u��¯°¢u¦³¶r¦�§S�¤��­�¦�����­� u¢±�¤����¦	��­�¦�§#��¬��P´�¿u¹1¨u«¼ u¢�¸� ¤¨u�� u¡�£�¥���Ä±¡µ£�«P«��©ºY¶r u§�´W��¯	����®
¨u¦�­�¢±��·r u¢

∆k
�

c = c̃δ, Zk =
∑

Ti∈∆k

Z̃i, k = 1, 2, . . .
� �¼� �¤íw 

Ö)¯°¢u¦�¡�¨u�� �� �±é�� ¸�ª�¨u � u��­�¦³¶r¦³·r¦�����¹A¦P¨©�¤«���§Ì u¿u­|�©¯° u§Z¡³·|´�ª|�¤¬���¹¾¦�¢u¦³·r��ª�����¹
Zk, k =

1, 2, . . .
��¦�¯��¤¢u��¡���§�¹Z����§#¦�²*¨J �¶r���|�¤«¼ u¢u u¦	¡� u¡�¨¤�¤¢u�� ¤¦0­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦����|¦�Ç)´¼�¤¡�¡� u�|�

F (v) = FZ(v) = P{Z1 ≤ v} = e−λδ
∞∑

i=0

(λδ)i

i!
F̃ ∗i(v),

� ��� �±�[ 

�Ð¶r¦
F̃ ∗i

 u¿u ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨
i
® «�­|�©¨u��´�²j¡�¢u¦�­�¨u«�´]½	´���«�È����Î­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦��|��£

F̃
¡J¡� u¿u u¬���ë���®

¢u¦���¡�¨u¢±��� ��� �¤íw ¾��� ��� �±�[ 1�� ¤¯°¢u ©·|£�²*¨��� W¯���¶%�¤���� u§�´H«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«� u§�´m��­� uÈ�¦�¡�¡�´m­���¡�«��
X̃(x, c̃, F̃ , λ) ∈ X̃

�=¯°�|��ª�¦�����²j�|�¤­|�¤§#¦�¨u­|���¤����­� u«¼¡���§��¤È����
δ
 �¶r�� ¤¯°�|��ª��� � u��­�¦³¶r¦³®

·r��¨uÂm�¤��­�¦�����­� u¢±�©����¹¾¬]��­� uÈ�¦�¡�¡Y­���¡�«��
Xδ(x, c, F ) ∈ X

��Å)��¦�­|�©¨u u­
Aδ ¸�¢u¹¾�� ©·r��£�²A®

¥���¬ » ¨u W��­�¦� u¿u­|�©¯° u¢±�©����¦¤¸|¿¤´�¶r¦�§8�|��¯°¹¾¢±�©¨uÂW u��¦�­|�©¨u u­� u§ý�¤��­�¦�����­� u¢±�¤����£��%÷��¤§#¦�¨u��§¾¸
ª�¨u *��­� uÈ�¦³¶|´�­|�*�¤��­�¦�����­� u¢±�¤����£0«��©ºY¶r u¬)¨u­|�¤¦�«�¨u u­��|�

ω̃ ∈ Ω̃
«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«¼ u�° *��­� uÈ�¦�¡�¡°�

X̃
¡�¨¤�¤¢u��¨�¢A¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u��¦�¢u�� ©·r��¦� u��­�¦³¶r¦³·r¦�����´�²/¨u­|�¤¦�«�¨± ¤­��|²

ωδ ∈ Ωδ �¤��­�¦�����­� u¢±�¤��®
�� u�� W��­� uÈ�¦�¡�¡°�

Xδ ¸���  » ¨u u§�´ Aδ §# �ºJ�� �¨¤�¤«�ºC¦
­|�¤¡�¡�§��©¨u­���¢±�©¨uÂ�¸%«��¤«H u��¦�­|�©¨u u­m��¯ Ω̃¢
Ωδ ��î/¶%��·rÂu��¦�¬�Ã�¦�§/¢u¹¾¿u u­� uª���´�²`½	´���«�È���²Z��­� uÈ�¦�¡�¡°� Xδ � X̃  ³¸�¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¥�´�²» ·r¦�§#¦���¨¤´ ω ∈ Ωδ � ω̃ ∈ Ω̃

 ³¸�¿¤´�¶r¦�§8 u¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂ
Xδ

ω

�
X̃ω̃

 ³�
Ê	¦��� u¡�­�¦³¶r¡�¨±¢u¦����� J��¯� ¤��­�¦³¶r¦³·r¦�����£� u��¦�­|�©¨u u­|�W�¤��­�¦�����­� u¢±�¤����£H¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨

ûmÜw�a�	Þ]ö�D }�öz²1�w\PHK�
ω̃ ∈ Ω̃ É n�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEJEUN]°HuhwU[OPg!HCLoh�Qq]°g�p�U[\2\PQEvlO2\PgwL��eL�_�hkLNiÃ�O2\2\SU¦hEQ�\Pg!U

X̃
©�U

ω = Aδ(ω̃) É \2L�LNHCY�OPHC\PHCYX�!Ä ª UN]´HuhwU[OPg!HCLoh�Qq]�U[� hkO2�jQ�hkL�YXU�JEJ�L��eL_�hkLNÃ�O2\2\SU1h�Q�\Pg!U
Xδ = Aδ(X̃) msÊ L��j`�U

X̃ω̃(nδ) = Xδ
ω(n), n = 0, 1, 2, . . .

V&%RQS%:$ ¶ 919�g)f/4&2%h)l ,/X h*i . g , e�4 . f#g�hS;�9�g)f X e32Y2�f ?
�0¦�§#§��8���æ���]¶%�¤¦�¨8¡��� u¡� u¿S¢u¹¾ª���¡³·r¦�����£`¯°�|��ª�¦�����¬`��­� uÈ�¦�¡�¡°�

X̃
�� /¯°�|��ª�¦�����£�§

Xδ

¨u uª�«���Ä'¡�¦�¨u«��
0, δ, 2δ, . . .

¸(«� ¤¨u u­�¹¾¦5£�¢©·|£�²*¨u¡�£'��­|�¤����ª���¹¾§#�'¨u uª�«��©§��'����¨u¦�­�¢±��·r u¢
∆k
��îÀ¡³·r¦³¶|´�²*¥C¦�¬8·r¦�§#§#¦m u����¡�¹¾¢±�¤¦�¨u¡�£Á ¤Ã���¿u«��]�¤����­� u«¼¡���§��¤È����8¯°�|��ª�¦�����¬

X̃
¢u 

¢u��´¼¨u­�¦�������ÄH¨u uª�«���Ä�����¨u¦�­�¢±��·r u¢
∆k

¯°�|��ª�¦�����£�§#�
Xδ ¢Y¨u uª�«���Ä�¨u u¬HºC¦	¡�¦�¨u«����

ûmÜw�a�	Þ]ö�D }q�z²1�w\PHK�
ω̃ ∈ Ω̃ É n�QEgw\PQ�hkL�YXU�JEJEUN]°HuhwU[OPg!HCLoh�Qq]°g�p�U[\2\PQEvlO2\PgwL��eL�_�hkLNiÃ�O2\2\SU¦hEQ�\Pg!U

X̃
©�U

ω = Aδ(ω̃) É \2L�LNHCY�OPHC\PHCYX�!Ä ª UN]´HuhwU[OPg!HCLoh�Qq]�U[� hkO2�jQ�hkL�YXU�JEJ�L��eL_�hkLNÃ�O2\2\SU1h�Q�\Pg!U
Xδ = Aδ(X̃) msÊ L��j`�U@\¦Y�O£hkLP]EHKJ�L�\PHK�!Ä¥Ë

Xδ
ω(n)− c̃δ ≤ X̃ω̃(t) ≤ Xδ

ω(n− 1) + c̃δ, t ∈ ∆n.



� �o�����E�w�����w�X���%�1�u�����X�%�����[�����k�%�j����� ó±�

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��¼Ê
�¤�� u§#����§¾¸�ª�¨u 
F̃ ∈ F+

¸±¨u �¦�¡�¨uÂ
Z̃i ≥ 0

¡�¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨uÂu²�����­��
·r²�¿u u§

i = 1, 2, . . .
��Ö)¯W��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·r¦��|��£]«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«� u�� m��­� uÈ�¦�¡�¡°�H¢H¢u��¶r¦�� ��� �! ���­��

t ∈ ∆n

�
s = (n− 1)δ < t

¸|¡	´�ª�¦�¨u u§S·r¦�§#§#¹Ì���æ����¸���§#¦�¦�§

X̃ω̃(t) = X̃ω̃(s) + c̃(t− s)−
N(t)∑

i=N(s)+1

Z̃i ≤ Xδ
ω(n− 1) + c̃(t− s) ≤ Xδ

ω(n− 1) + c̃δ,

ª�¨u 
¶%�¤¦�¨���­|�¤¢u u¦A��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u �¢
´¼¨u¢u¦�­±ºY¶r¦������W·r¦�§#§#¹	�u�
·|£C¶r u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨±¢±�	·r¦�¢u u�� 
��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢±��¯��¤§#¦�¨u��§¾¸|ª�¨u C u�� �¸� uª�¦�¢u��¶r�� �¸�¢u¹¾�� ©·r��£�¦�¨u¡�£H��­��

t = nδ
¸��
¶�·|£

t < nδ
¸

��¡��� ©·rÂ¤¯�´¤£m¡��� u¢±�C��­�¦³¶r¡�¨¤�¤¢©·r¦�����¦@� ��� �! (��·r¦�§�§�´H���æ����¸��� ©·|´�ª|�¤¦�§

Xδ
ω(n) = X̃ω̃(nδ) = X̃ω̃(t) + c̃(nδ− t)−

N(nδ)∑

i=N(t)+1

Z̃i ≤ X̃ω̃(t) + c̃(nδ− t) ≤ X̃ω̃(t) + c̃δ,

ª�¨u W¡� u¢u�|��¶%�¤¦�¨J¡)·r¦�¢u¹¾§8��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u u§¾�E�0¦�§#§���¶r u«��©¯°�¤�|��� ��x¦���¦�­�Â�§#¹!�� ¤¨u u¢u¹Ö«5��¯�´�ª�¦�����²À�¤����­� u«¼¡���§��¤È�����Ä��¤­|�¤«�¨u¦�­���¡�¨±��«=«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«¼ ©®
�� H��­� uÈ�¦�¡�¡°����Ê
��ª���¦�§`¡Y§# u§#¦���¨©�H­|�©¯° u­�¦�����£=��­� uÈ�¦�¡�¡°����Ê
�¤�� u§#����§¾¸�ª�¨u �¶�·|£=­|�©¯° ©®
­±£�²*¥�¦�¬�¡µ£ý¨u­|�¤¦�«�¨u u­����

X̃ω̃ ∈ R̃(x, c̃, F̃ , λ)
«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«¼ u�° Î��­� uÈ�¦�¡�¡°�

X̃(x, c̃, F̃ , λ)­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u u§ð� ���æ� ~  )¢u�� ©·r��¦J u��­�¦³¶r¦³·r¦��/§# u§#¦���¨�­|�©¯° u­�¦�����£
τ̃ = τ̃(x)

� 	 �|��·r u����ª��� �¸
¶�·|£ý��­� u��¯°¢u ©·rÂu�� u¬ý­|�©¯° u­±£�²*¥�¦�¬�¡µ£ý¨u­|�¤¦�«�¨u u­����

Xω ∈ R(x, c, F )
�¤��­�¦�����­� u¢±�¤���� ©®

�� '��­� uÈ�¦�¡�¡°�
X(x, c, F )

�� u¡�­�¦³¶r¡�¨±¢u u§å� ��� ~ ù! H u��­�¦³¶r¦³·r¦��Ö§# u§#¦���¨N­|�©¯° u­�¦�����£
τ =

τ(x)
�	÷��¤§#¦�¨u��§¾¸)ª�¨u Á§#¦�ºY¶|´Z§#�� �ºC¦�¡�¨u¢±�¤§#�Ì¨u­|�¤¦�«�¨u u­���¬Ö��­� uÈ�¦�¡�¡� u¢

X(x1, c, F )
�

X(x2, c, F )
¸�­|��¯�·r��ª|�¤²*¥���Ä¼¡�£ý¨u ©·rÂu«¼ Ï�|��ª|��·rÂu��¹¾§ø«��¤����¨©��·r u§¾¸�§# �ºJ�� T´u¡�¨©�¤�� u¢u��¨uÂ

¢¤¯��¤��§#�� ©®  °¶r�� ¤¯°�|��ª��� u¦	¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u u§

Xω(x1, c, F ) = Xω(x2, c, F ) + (x1 − x2), ω ∈ Ω.

�A­|�¤¦�«�¨u u­����
Xω
¸�¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¥C��¦5�|��ª|��·rÂu�� u§�´S«��¤����¨©��·|´

x
¸�¿¤´�¶r¦�§É u¿u ¤¯°�|��ª|�©¨uÂ

Xω,x

¸|�Y§# u§#¦���¨W­|�©¯° u­�¦�����£H¨u­|�¤¦�«�¨u u­����
ω
��­��H�|��ª|��·rÂu�� u§8«��¤����¨©��·r¦

x
Æ

τω(x)
�

Ç	­��5¶r u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢u¦W¡³·r¦³¶|´�²*¥C¦�¬=¨u¦� u­�¦�§#¹��|�¤§N�� ¤¨u­�¦�¿¤´u¦�¨±¡µ£=¦�¥�¦W °¶r�|�J·r¦�§#§���¸
«¼ ¤¨u u­�´�²Ö§# �ºJ�� Y�|�¤¬�¨u��¸r�|�¤��­���§#¦�­�¸|¢�� í±��� �
ûmÜw�a�	Þ]ö�D }�å ñ pl]­\{p��!vqU��EJEWr®­Y�O£p�QEvqQEJ ξ, η

\2L�LNHKJ�LNMCOPJEQ�O
ξ �s η

\P_�hwU[Y�OP`Pp�Q�Y�L1HCLNi
�j`�UCQ�HCL^p��!gwL¦HCL��j`�U�©�gwL��j`�UCJEU��E`XOPHC\^]�_EUehwUf\{p��!vqU��EJEWr®�Y�O£p�QEvqQEJ

(ξ1, η1)
\aHCO{R}bdO

hwU[\P_�hkOP`XO{p�OPJEQ�OSRu©�vqHCLKQ
(ξ, η)

©·`Ppl]�gwLNHCLohkLN�
ξ1 ≤ η1

_�LNvqHKQ�JEU[Y�O£h�J�L�O m
ô(Ü¼prw�Üw�	ÞÏö�D }q�zê�L^RtOPJEHKW�hwU�V�LohkOPJEQq]@g�p�U[\2\PQEvlO2\PgwL��eLaQ�U[� hkO2�jQ�hkL�YXU�JEJ�L��eLt_�hkLNÃ�O2\2\2L�Y
�!`XL�Y2pkOPHCY�Lohl]EÄ=H�\£pkOP`��!Ä ª QqR»\2L�LNHKJ�LNMCOPJEQq]qR1æ

τ(x− c̃δ) �s [τ̃(x)/δ] �s τ(x + c̃δ), x > 0,

�j`XO
[a]
Lc�XL2VXJEU�vqU[OPHÍJEU�QqRtOPJE�!MCO2OtÃ�O{pkL�O¦vqQ�\£pkL2©�J�OuRtOPJE�!MCO2O

a m
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éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��1Ç)´u¡�¨uÂ
Ω̃
 ¤¿u ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨/§#�� �ºY¦�¡³¨u¢u Î¨u­|�¤¦�«�¨u u­���¬`«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«� u�� 

��­� uÈ�¦�¡�¡°�
X̃(x, c̃, F̃ , λ)

�±�
·|£P¨u­|�¤¦�«�¨u u­����
ω̃ ∈ Ω̃

 u¿u ¤¯°�|��ª���§
ω = Aδ(ω̃)

¨u­|�¤¦�«�¨u u­���²
�¤����­� u«¼¡���§#��­�´�²*¥C¦��� ��¤��­�¦�����­� u¢±�¤���� u�� 
��­� uÈ�¦�¡�¡°��¸

ω+

�
ω−
Æ
¦�¦1¡Ð¶r¢u�����Y�|�

c̃δ
� −c̃δ

¸
�

τω(x + c̃δ)
�

τω(x− c̃δ)
ÆY§# u§#¦���¨u¹N­|�©¯° u­�¦�����£ » ¨u��Ä�¡Ð¶r¢u���� u¢�¸�¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u¦����� ��rÇ	 

·r¦�§#§#¦����æ��é0¶r u¡�¨¤�©¨u uª��� Y¶r u«��©¯��©¨uÂW��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢±�
τω(x− c̃δ) ≤ [τ̃(x)/δ] ≤ τω(x + c̃δ),

�Ð¶r¦0��¦
��¡�«�·r²�ª|�¤²*¨u¡�£�¿u¦�¡�«¼ u��¦�ª���¹¾¦0¯°�|��ª�¦�����£H��¦�«� ¤¨u u­�¹(ÄH§# u§#¦���¨u u¢W­|�©¯° u­�¦�����£��
Å)¿u ¤¯°�|��ª���§

k = [τ̃(x)/δ]
�Xµ	¡��� �¸�ª�¨u 

τ̃(x) ∈ ∆k
��Ç	 A·r¦�§#§#¦1���æ���* ¤¨u¡�²(¶%��¢u¹1¨u¦�«��¤¦�¨

��¦�­|�¤¢u¦���¡�¨u¢u 
0 ≥ X̃ω̃(τ̃(x)) ≥ Xδ

ω(k)− c̃δ = Xδ
ω−(k),ª�¨u ��J ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨

τω(x− c̃δ) ≤ [τ̃(x)/δ]
� � ¶r­�´��� u¬�¡³¨u u­� u��¹	¸���­��P¢u¡�¦³Ä

t < τ̃(x)
��§#¦�¦�§

X̃ω̃(t) > 0
¸|ª�¨u W¢u§#¦�¡�¨u¦0¡)·r¦�§#§# u¬����æ����¶%�¤¦�¨

0 < X̃ω̃(t) ≤ Xδ
ω(s− 1) + c̃δ = Xδ

ω+(s− 1), s = 1, 2, . . . , k,

ª�¨u W ¤¯°�|��ª|�¤¦³¨
τω(x + c̃δ) > k − 1

� �
ô(Ü¼prw�Üw�	ÞÏö�D }qÈz²1�w\PHK�

X̃ = X̃(x, c̃, F̃ , λ) É g�p�U[\2\PQEvlO2\Pg!QE��_�hkLNÃ�O2\2\th�Q�\Pg!U�©sU X =

X(x, c, F ) = Aδ(X̃) É U�_E_�hkLNgw\PQqRaQXh��!Ä ª QE� O2�eLsU[� hkO2�jQ�hkL�YXU�JEJEW��f_�hkLNÃ�O2\2\ m§Ê L��j`�Ua`Ppl]Y�O£hkLP]EHKJ�L�\PHCOP� hwU�V�LohkOPJEQq]�|�HKQq®�_�hkLNÃ�O2\2\2L�Y�\P_�hwU[Y�OP`Pp�Q�YXW¯J�O£hwU[Y�OPJ�\PHCYXU
R(x + c̃δ) ≤ R̃(x) ≤ R(x− c̃δ), x > 0.

éTpry�Þ�þ¼Þ�ß�Ü±àxá%suß�qrp��1Ç)´u¡�¨uÂ�¸¾«��¤«'�'¢Ï¶r u«��©¯��©¨u¦³·rÂu¡�¨u¢u¦=��­�¦³¶r¹(¶|´¼¥C¦�¬N¨u¦� u­�¦�§#¹	¸
ω̃
Æ

¨u­|�¤¦�«�¨u u­���£Z«�·%�¤¡�¡���ª�¦�¡�«� u�� 8��­� uÈ�¦�¡�¡°��¸
ω = Aδ(ω̃)

Æ8¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢¤´�²*¥Y�©£N¨u­|�¤¦�«�¨u ©®
­���£��¤����­� u«¼¡���§#��­�´�²*¥C¦��� J�¤��­�¦�����­� u¢±�¤���� u�� Y��­� uÈ�¦�¡�¡°��¸|�

ω−
¸
ω+

 u¿u ¤¯°�|��ª|�¤²*¨C¡Ð¶r¢u��®
���]¨u­|�¤¦�«�¨u u­����

ω
�|� −c̃δ

�
c̃δ
¸�¡� u ¤¨u¢u¦�¨u¡�¨±¢u¦����� ��§~#¡³·r�Ï¨u­|�¤¦�«�¨u u­���£

ω̃
­|�©¯° u­¼£�¦�¨u¡�£��

X̃ω̃ ∈ R̃(x)
¸�¨u �¸|�� Y¨u¦� u­�¦�§#¦����æ��ó�¸���§#¦�¦�§

τ(x− c̃δ) ≤ [τ̃(x)/δ] <∞,

ª�¨u 	 ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨
Xω− ∈ R(x− c̃δ)

� ¶ ¨©�)��§#��·r��«��¤È���£C�� ¤¯°�|��ª|�¤¦�¨�¸¤ª�¨u 
R̃(x) ≤ R(x− c̃δ)

�
~#¡³·r��¸�¡�¶r­�´��� u¬�¡�¨u u­� u��¹	¸

Xω+ ∈ R(x + c̃δ)
¸�¨u 

τ(x + c̃δ) <∞ ¸�¨©�¤«�ª�¨u �¸���¡��� ©·rÂ¤¯�´¤£¡��� u¢±�Î¨u¦� u­�¦�§�´`���æ��ó�¸1��§�¦�¦�§
[τ̃(x)/δ] ≤ τ(x + c̃δ)

¸1¨u S¦�¡�¨uÂ
X̃ω̃ ∈ R̃(x)

¸1 ¤¨u«�´�¶%�
R(x + c̃δ) ≤ R̃(x)

� �Ö	¡��� ©·rÂ¤¯�´u£�¶r u�� ©·r����¨u¦³·rÂu�� u¡�¨±ÂP¡� u¿u¹1¨u��¬m­|�©¯° u­�¦�����£m�H¢u¹1ºJ��¢±�¤����£�¸|��¯0¨u¦� ¤­�¦�§#¹
���æ���C¡�­|�©¯�´��� ©·|´�ª|�¤¦�§
� àxÜuÝ#suß�qrt�Ü5ö�D9z|{ ñ pl]ØY�O�hkLP]EHKJ�L�\PHCOP�ØYXW§bxQ�YXU�JEQq] S, S̃

g�p�U[\2\eQEvlO2\PgwL��eL­_�hkLNÃ�O2\2\SU
X̃
Q¢U�_E_�hkLNgw\PQqRaQ�h��!Ä ª O2�eL�U[� hkO2�jQ�hkL�YXU�JEJ�L��eL�_�hkLNÃ�O2\2\SU X = Aδ(X̃)

\P_�hwU[Y�OP`Pp�Q�YXW
J�O£hwU[Y�OPJ�\PHCYXU

S(x− c̃δ) ≤ S̃(x) ≤ S(x + c̃δ), x > 0.
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îý§# u�� u��­|�¤½
����­|�¤¡�¡�§# ¤¨u­�¦��H¦³¶r����¹¾¬H�� °¶�Ä± �¶H«��� u¡�¨u­� u¦�����²!§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡°«���Ä�§# �¶r¦³®
·r¦�¬�¸���­�¦³¶r�|�©¯°�|��ª�¦�����¹(Ä0¶�·|£���­�����£�¨u��£�­�¦�Ã�¦�����¬�¢A´±¡³·r u¢u��£�Ä0¢u¦�­� �£�¨u�� u¡³¨u�� u¬C��¦� u��­�¦³®
¶r¦³·r¦����� u¡�¨u���[�A­|��¶r��È��� u���� )§# �¶r¦µ·r��¨¤�¤«¼ u�� )¨u���|�)ª|�©¥�¦1¢u¡�¦��� 	��­���§#¦���£�²*¨u¡�£W¢�´���­|�¤¢�®
·r¦������J½
���|�¤��¡� u¢u¹¾§#�W­���¡�«��¤§#��¸¼ °¶r�|�¤«¼ 0 u¿©·%�¤¡�¨uÂ0¢u ¤¯°§# �ºJ�� u�� 
��­���§#¦���¦�����£ » ¨u��ÄW§# ©®
¶r¦³·r¦�¬H¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢u¦��|�� YÃ���­�¦¤�%Ç	­�����­�����£�¨u���m��­|�©«�¨u��ª�¦�¡°«���·r²�¿u u�� Y­�¦�Ã�¦�����£�¸r¡�¢¤£�¯��¤��®
�� u�� �¡� 0¯°�|��ª���¨u¦³·rÂu��¹¾§#�P¯��©¨u­|�©¨¤�¤§#��¸���­���Ä¼ °¶r��¨u¡µ£P¡�¨¤��·r«���¢±�©¨uÂu¡�£�¡*­|�©¯�·r��ª��� u�� �­� �¶%�
��¦� u��­�¦³¶r¦³·r¦����| u¡�¨�£�§#��¸������� u­���­� u¢±�¤����¦W«¼ ¤¨u u­�¹(Ä]��­���¢u °¶r��¨�«=¡�´¼¥�¦�¡�¨±¢u¦�����¹A§Ì�� ¤¨u¦³®
­±£�§!¢�«���ª�¦�¡�¨u¢u¦�­�¦�Ã�¦�����£�¸���¸x¡³·r¦³¶r u¢±�©¨u¦³·rÂu�� �¸�«Ï��¦� u��¨u��§���·rÂu�� u§�´Ï��¡��� ©·rÂ¤¯° u¢±�¤����²
­�¦�¡�´�­�¡� u¢��
Ëm�©¨u¦�§��©¨u��ª|¦�¡�«��©£�¨u¦� u­���£C­���¡�«��)¢)�|�¤¡�¨u �£�¥�¦�¦¾¢u­�¦�§�£�¿¤´�­��� )­|�©¯°¢u��¢±�¤¦�¨u¡�£��X�0����¦�¬�®

�|�©£�¢u¦�¨u¢uÂY¨u¦� u­����H´¼ºC¦	��­��� u¿u­�¦³·%�Y¢u�� ©·r��¦
 u��­�¦³¶r¦³·r¦�����¹A¦0 uª�¦�­�¨©�¤����£�¸�Ä± ¤¨�£H��¯�¶r¦�¡�Â
��¦�«¼ ¤¨u u­�¹¾¦1¯���¶%��ª���¢u¡�¦(¦�¥�¦( u¡�¨©�¤²*¨u¡µ£C��¦�­�¦�Ã�¦�����¹A§#���uÊ	¦³·r����¦�¬��|�©£C¢u¦�¨u¢uÂ��� u«��*��­�¦³¶�®
¡�¨©�¤¢©·|£�¦�¨�¡� u¿u u¬=�|�¤¿u u­T¡³·%�¤¿u H¡�¢¤£�¯��¤����¹(Ä=§#¦�ºY¶|´5¡� u¿u u¬=«¼ u��¡�¨u­�´�«|È���¬�¸���¯J«¼ ¤¨u u­�¹(Ä
¦�¥�¦*��­�¦³¶r¡�¨u u��¨�¡� ¤¯�¶%�¤¢±�©¨uÂ�¦³¶r���� u¦AÈ�¦³·r u¦¤��Å�¨u§#¦�¨u��§]¯�¶r¦�¡�Â���¦�«¼ ¤¨u u­�¹¾¦*¯���¶%��ª���¸±­�¦�Ã�¦³®
����¦
«� ¤¨u u­�¹(ÄH��­�¦³¶r¡�¨©�¤¢©·|£�¦�¨P����¨u¦�­�¦�¡�¡ » ¨u u¬�¨u uª�«��H¯°­�¦�����£��
î/§��©¨u¦�§��©¨u��ª�¦�¡�«���ÄJ§# °¶r¦³·|£�ÄC¨u¦� u­����J­���¡�«��
��¦� u¿°Ä± °¶r��§# �¸u¨©�¤«W��·r�W���|��ª�¦¤¸u´�ª���¨u¹(®

¢±�©¨uÂY¡�´�¿���¦�«�¨u��¢u��¹¾¬�½0�¤«�¨u u­�� ¶ ¨u J¢u¹1¯°¢±�¤�� �¸��� Y§#¦���Â¤Ã�¦�¬m§#¦�­�¦¤¸�¶r¢¤´�§�£� u¿u¡�¨u �£�¨u¦³·rÂ©®
¡�¨u¢±�¤§#���±î( ©® ��¦�­�¢u¹(Ä�¸u¡°�¤§��	��¦� u��­�¦³¶r¦³·r¦����� u¡�¨±Â0¡�¢¤£�¯��¤�|�)¡¾��¦³¶r u¡�¨©�©¨u«� u§]����½
 u­�§��¤È�����¸
�*����½
 u­�§#��­� u¢±�¤���� u¡³¨uÂ)­|�©¯�·r��ª���¹(Ä�¡�´�¿���¦�«�¨u u¢)§# �ºC¦�¨�¿u¹1¨uÂ)­|�©¯�·r��ª��� u¬��¤î( ©® ¢¤¨u u­�¹(Ä�¸
­|�©¯�·r��ª���¹¾¦m����¶r��¢u��¶|´¼´�§#¹,�� ©® ­|�©¯°�� u§�´Î ¤¨u�� u¡�£�¨u¡µ£8«S��¦� u��­�¦³¶r¦³·r¦��|�� u¡�¨±��¸�«S­���¡�«�´k�
¶r­�´�����§#�ý¡³·r u¢±�¤§#��¸# u���8��§#¦�²*¨Ï­|�©¯°��¹¾¦H ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£ý��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£ý�|�T§#�� �ºY¦�¡�¨u¢u¦
¢u¦�­� �£�¨u�� u¡�¨u��¹1Ä�­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬�� � �� u¡� u¿u¹ý´�ª�¦�¨¤��¡�´�¿���¦�«�¨u��¢u�� u�� C½0�¤«�¨u u­|�
¶r ���¦�«¼ ©®
¨u u­� u¬T¡�¨u¦���¦����=­|�©¯°­|�¤¿u ¤¨©�¤��¹Ö¢W·r����¦�¬��� u¬5¨u¦� u­����=½
 ¤�TÊ	¦�¬�§��¤�|�W®*ËH u­���¦���Ã�¨±¦�­��r�l�
¯�¶r¦�¡�Â�´�¶%��·r ¤¡�Â�½
 u­�§���·r��¯° u¢±�©¨uÂ��� u��£�¨u��¦� ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£P«P­���¡�«�´W¢
¨u¦�­�§#���|��ÄP½	´���«�È����
�� ©·r¦�¯°�� u¡�¨u���rÊ	¦� u¿°Ä± �¶r��§# C�� u¡�¨u­� u��¨uÂY��­� uÈ�¦³¶|´�­�¹`¢u¹¾ª���¡³·r¦�����£ » ¨u u�� Y ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£��|î
��¦³·r����¦�¬��� u¬]¢u¦�¨u¢u�=¡°�¤§# ��� u��£�¨u��¦Y ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£=«=­���¡�«�´5�� u«��� u��­�¦³¶r¦³·|£�¦�¨u¡µ£=¨u ©·rÂu«¼ 
¢m¨u¦�­�§#���|��ÄÏ ¤¨u�� ¤Ã�¦�����£/��­�¦³¶r�� uª�¨u¦�����£/�|�m§#�� �ºC¦�¡�¨u¢u¦P­|�¤¡���­�¦³¶r¦³·r¦�����¬���«¼ u��¡�¨u­�´�«�®
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¨u��¢u��¹¾¦=��­� uÈ�¦³¶|´�­�¹�¦��� S¢u¹¾ª���¡³·r¦�����£Z�|��Ä± °¶|£�¨u¡µ£N¢S�|��ª|��·rÂu�� u¬N¡�¨©��¶r���`­|�©¯°¢u��¨u��£��
Ç	­� °¶r¢u��ºY¦�����£W¢ » ¨u u¬Pª|�¤¡�¨u��§# �ºJ�� 0 �ºJ��¶%�©¨uÂ��� 
¶r¢¤´�§Ï��­� ¤¨u��¢u u�� ©·r �ºJ��¹¾§Î�|�¤��­|�¤¢©®
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